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Abstrat
Â òåîðåòè÷åñêîé èçèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ êâàíòîâûå ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè: âñå ñî-
âðåìåííûå ðåàëèñòè÷íûå ìîäåëè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó òèïó.
Èññëåäóþòñÿ îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòåéøèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ ëè-
íåéíûìè ñâÿçÿìè, äëÿ êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí êâàäðàòè÷åí ïî îïåðàòîðàì óìíîæå-
íèÿ íà êîîðäèíàòû è äèåðåíöèðîâàíèÿ. Òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè ïðèìåíå-
íèè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ê êâàíòîâûì ñèñòåìàì êàê ñî ñâÿçÿìè, òàê è
áåç ñâÿçåé. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè, èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ãàóññîâñêèõ óíêöèé è êîì-
ïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà; ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå íà ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè òåîðåìû
Ìàñëîâà î âçàèìîñâÿçè óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ñóùå-
ñòâîâàíèè ãàóññîâñêîé ñîáñòâåííîé óíêöèè ó êâàäðàòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà.
Áèáëèîãðàèÿ: 13 íàèìåíîâàíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïëåêñíûé ðîñòîê Ìàñëîâà, ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñî ñâÿçÿ-
ìè, êâàíòîâàíèå.
0
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé, ïðîåêòû 08-01-00601-à è 05-01-02807-ÍÖÍÈË.
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1 Ââåäåíèå
àìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè [1℄ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷å-
ñêîé èçèêå. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òàêèõ ñèñòåì îñíîâíûì îáúåêòîì  àçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì [2℄  ÿâëÿåòñÿ íå R2n = {(P,Q)|P,Q ∈ Rn}, à ïîâåðõíîñòü â R2n,
çàäàâàåìàÿ k óðàâíåíèÿìè
Λa(P,Q) = 0, a = 1, k. (1.1)
Ïðåîáðàçîâàíèå ýâîëþöèè äëÿ ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè ïî îðìå íå îòëè÷àåòñÿ îò ýâîëþ-
öèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ñâÿçåé: îíî ïåðåâîäèò íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñèñòåìû
àìèëüòîíà
dPi(t)
dt
= − ∂H
∂Qi
(P (t), Q(t));
dQi(t)
dt
=
∂H
∂Pi
(P (t), Q(t)), (1.2)
ëåæàùåå íà ïîâåðõíîñòè (1.1), â ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â ìîìåíò t, êîòîðîå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ òàêæå ëåæàùèì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì H(P,Q) íàçûâàåòñÿ óíêöèåé
àìèëüòîíà.
Â ñëó÷àå, åñëè ñêîáêè Ïóàññîíà
{A;B} ≡
∑
i
(
∂A
∂Qi
∂B
∂Pi
− ∂A
∂Pi
∂B
∂Qi
)
ñâÿçåé Λa äðóã ñ äðóãîì è ñ óíêöèåé àìèëüòîíà H îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîâåðõ-
íîñòè ñâÿçè (1.1)
{Λa; Λb} = 0; {Λa;H} = 0, (1.3)
ãîâîðÿò î ñèñòåìå ñî ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà ïî Äèðàêó. Èìåííî ê òàêîìó òèïó è îò-
íîñÿòñÿ êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè [3,4℄ (â ÷àñòíîñòè ýëåêòðîäèíàìèêà). Îòìåòèì, ÷òî
äëÿ ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (1.3), óíêöèè Λa ãåíå-
ðèðóþò ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàþùèå îòíîøåíèå êàëèáðîâî÷íîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
àññìîòðèì òåïåðü êâàíòîâóþ ìåõàíèêó ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè. Îñíîâíûì ïîíÿòè-
åì êâàíòîâîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé H; ÷èñòûå ñî-
ñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàþòñÿ ýëåìåíòàìè ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà [5,6℄. Äëÿ ñèñòåìû ñ n êîîðäèíàòàìè è n èìïóëüñàìè â êà÷åñòâå H
âûáèðàþò L2(Rn) âîëíîâûõ óíêöèé ψ(ξ1, ..., ξn), çàâèñÿùèõ îò n àðãóìåíòîâ; ïðåîá-
ðàçîâàíèå ýâîëþöèè çàäàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ
e−iHˆt, êîòîðûå ïåðåâîäÿò íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
i
dψ(t)
dt
= Hˆψ(t), ψ(t) ∈ H (1.4)
â ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ìîìåíò t. åíåðàòîð ãðóïïû Hˆ íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì àìèëüòîíà. Ôîðìàëüíî îí ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîé óíêöèè àìèëüòîíà
çàìåíîé êëàññè÷åñêèõ èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò Pi, Qi íà êâàíòîâûå èìïóëüñû è êîîð-
äèíàòû  îïåðàòîðû
pˆj = −i ∂
∂ξi
; qˆj = ξj. (1.5)
1
Ôîðìàëüíî Hˆ = H(pˆ, qˆ).
Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ó÷åòà ñâÿçåé â êâàíòîâîé òåîðèè. Ïåðâûé ñïîñîá
îñíîâàí íà ìîäèèêàöèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [7℄. Âìåñòî îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå óíêöèé
(ψ, ψ) =
∫
dξ1...dξnψ
∗(ξ1, ..., ξn)ψ(ξ1, ..., ξn)
âûáèðàåòñÿ äðóãîå:
((f, f)) = (f,
∏
a
δ(Λˆa)f),
ãäå Λˆa  îïåðàòîðû ñâÿçåé, ðàâíûå îðìàëüíî Λˆa = Λa(pˆ, qˆ). Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî
âîëíîâàÿ óíêöèÿ f(ξ1, ..., ξn) êàëèáðîâî÷íî ýêâèâàëåíòíà íóëþ, åñëè ((f, f)) = 0.
Ïðîñòðàíñòâî óíêöèé àêòîðèçóåòñÿ ïî äàííîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïî-
ñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîïîëíåíèå àêòîðïðîñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ýâîëþöèè òàêæå âûáèðàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà e−iHˆt, êîòîðàÿ ñóæà-
åòñÿ íà àêòîðïðîñòðàíñòâî è ðàñøèðÿåòñÿ íà åãî ïîïîëíåíèå.
Äðóãîé ñïîñîá ó÷åòà ñâÿçåé, ïðåäëîæåííûé Äèðàêîì [1℄, çàêëþ÷àåòñÿ â íàëîæå-
íèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
ΛˆaF = 0 (1.6)
íà óíêöèè F (ξ1, ..., ξn) èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ïðåîáðàçîâàíèå ýâîëþöèè òàêæå
èìååò âèä e−iHˆt. Â äàííîì ñïîñîáå êâàíòîâàíèÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíî çàïèñàòü ÿâíóþ
îðìóëó äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïðèâåäåííûå ñïîñîáû ó÷åòà ñâÿçåé ðàññìàòðèâàëèñü â ïðîñòåéøåì àáåëåâîì ñëó-
÷àå, êîãäà
[Λˆa; Λˆb] = 0; [Λˆa; Hˆ ] = 0. (1.7)
Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ñïîñîáû ó÷åòà ñâÿçåé ñëåäóåò ìîäèèöèðîâàòü [8,9℄.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïîñîáû ó÷åòà ñâÿçåé
ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Èñïîëüçóÿ êâàçèêëàññè÷åñêèå ìåòîäû Ìàñëîâà [10,11℄, óäà-
åòñÿ ïåðåéòè îò êâàíòîâîé òåîðèè ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè ê êëàññè÷åñêîé [12℄.
Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû äëÿ ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè,
èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçè Λˆa ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè îïåðàòîðîâ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ (1.5)
Λˆa =
∑
i
(P(a)i qˆi −Q(a)i pˆi), a = 1, k, (1.8)
òîãäà êàê ãàìèëüòîíèàí Hˆ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî ýòèì îïåðàòîðàì:
Hˆ =
1
2
∑
ij
[pˆiHPiPj pˆj + qˆiHQiPj pˆj + pˆiHPiQj qˆj + qˆiHQiQj qˆj ] (1.9)
Êàê âûòåêàåò èç òåîðèè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà â òî÷êå [11℄ äëÿ ñèñòåì ñî
ñâÿçÿìè [12℄, èìåííî ê òàêîìó ñëó÷àþ è ñâîäèòñÿ ãëàâíûé ïîðÿäîê êâàçèêëàññè÷å-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ. àññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû ñ ëèíåéíûìè ñâÿçÿìè è êâàäðàòè÷-
íûìè ãàìèëüòîíèàíàìè âîçíèêàþò òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ëàãðàíæåâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì äëÿ ñèñòåì áåç ñâÿçåé, â ÷àñòíîñòè â çàäà÷àõ
ñ âûðîæäåííûìè òî÷êàìè ïîêîÿ è èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ [11,13℄.
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2 èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñî
ñâÿçÿìè è åãî ñâîéñòâà
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñî ñâÿ-
çÿìè. Â ïóíêòå 2.1 ìàòåìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî óíêöèé ñ
äåëüòàîáðàçíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (5) è èññëåäóþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Â ïóíêòå
2.2 îïðåäåëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñâîéñòâó (1.6), è ñòðîèòñÿ èçîìîðèçì ýòèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ïóíêòå 2.3
äîêàçûâàþòñÿ ëåììû è òåîðåìà, ñîðìóëèðîâàííûå â ïï. 2.1 è 2.2.
2.1 Ïðîñòðàíñòâî H è åãî ñâîéñòâà
ÏóñòüM = R∈\ = {(P,Q)|P,Q ∈ R\}  2n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíà
êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-îðìà ("êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå") âèäà
〈(
P ′
Q′
)
,
(
P ′′
Q′′
)〉
=
n∑
i=1
(P ′iQ
′
i
′ − P ′i ′Q′i). (2.1)
Áóäåì íàçûâàòü k-ìåðíîé èçîòðîïíîé ïëîñêîñòüþ â M âñÿêîå k-ìåðíîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Lk ⊂M, ëþáûå äâà âåêòîðà êîòîðîãî êîñîîðòîãîíàëüíû äðóã äðó-
ãó:
X ′, X ′′ ∈ Lk ⇒< X ′, X ′′ >= 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà k-ìåðíîé èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè Lk âûáðàíà ìåðà èíòåãðèðî-
âàíèÿ dµ(X), èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ.
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðó X = (P,Q) ∈M îïåðàòîð
Ω(X) ≡ Ω(P,Q) =
n∑
i=1
(Piξi −Qi1
i
∂
∂ξi
), (2.2)
äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S(Rn).
Ëåììà 2.1. Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:
(eiΩ(P,Q)f)(ξ) = ei
Pn
j=1(Pjξj− 12PjQj)f(ξ −Q); (2.3)
eiΩ(X)eiΩ(X
′) = eiΩ(X+X
′)e
i
2
<X,X′>,
Ω(X)eiΩ(X
′) = eiΩ(X
′)(Ω(X)+ < X,X ′ >)
(2.4)
Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ëåìì ïðèâåäåíû â ïóíêòå 2.3.
Ââåäåì â S(Rn) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
((f ′, f)) =
∫
Lk
dµ(X)(f ′, eiΩ(X)f), (2.5)
ãäå
(f ′, f) =
∫
Rn
dξf ′∗(ξ)f(ξ)−
3
îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ (2.5) îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 2.2.
Ëåììà 2.2. 1. Ïóñòü f, f ′ ∈ S(Rn). Òîãäà óíêöèÿ (f ′, eiΩ(X)f), çàâèñÿùàÿ îò
X ∈ Lk, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà. Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë (2.5) ñõî-
äèòñÿ.
2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.5) íåïðåðûâíî ïî f è f ′ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
Øâàðöà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(Rn,Lk) ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(2.5).
Çàìå÷àíèå. Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ îðìóëà (2.5) ñîâïàäàåò ñ (5).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (X (1), ...,X (k)) (X (a) ≡ (P(a),Q(a)))  áàçèñ íà Lk. Òîãäà íà
Lk ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû α1, ..., αk, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ýëåìåíòó X ∈ Lk åãî
ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó
X =
k∑
a=1
αaX (a). (2.6)
Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèøåòñÿ êàê
dµ(X) = Jdα1...dαk, J = const. (2.7)
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Ω(X (a)) ≡ Λˆ(a) ñîâïàäàþò ñ (1.8), ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.5)
ïðèìåò âèä
((f ′, f)) = J
∫
dα1...dαk(f
′, eiα1Λˆ1+...+iαkΛˆkf). (2.8)
Êàê âûòåêàåò èç ëåììû 2.1 è ñâîéñòâà èçîòðîïíîñòè, eiα1Λˆ1+...+iαkΛˆk = eiα1Λˆ1 ...eiαkΛˆk .
Ïîñêîëüêó
∫
dαae
iαaΛˆa = 2piδ(Λˆa), îðìóëà (2.8) äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
(5).
Ëåììà 2.3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.5) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíî:
((f, f)) ≥ 0. (2.9)
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.9) ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãèì: ñóùåñòâóþò òàêèå íåíó-
ëåâûå óíêöèè f , ÷òî ((f, f)) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå â îðìå (2.8). Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì
J
∫
dα1...dαk
1
i
∂
∂αa
(f ′, eiα1Λˆ1+...+iαkΛˆkf) = 0,
êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå
((f ′, Λˆaf)) = 0 (2.10)
Ïîäñòàâëÿÿ f ′ = Λˆaf , ïîëó÷èì, ÷òî ((Λˆaf, Λˆaf)) = 0. Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) òàêæå
âûòåêàåò, ÷òî
((f ′,Ω(X)f)) = 0 (2.11)
äëÿ ëþáîãî X ∈ Lk.
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Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå S(Rn,Lk) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëîæèì f1 ∼ f2,
åñëè
((f1 − f2, f1 − f2)) = 0.
Òîò àêò, ÷òî ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
ëåììû.
Ëåììà 2.4. 1. Åñëè ((f, f)) = 0, òî ((f, g)) = 0 äëÿ ëþáîãî g.
2. Ââåäåííîå îòíîøåíèå ∼ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì ðåëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷-
íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.
àññìîòðèì àêòîðïðîñòðàíñòâî S(Rn,Lk)/ ∼, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè [f ]. Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
îïðåäåëèì ïî îðìóëàì
[f1] + [f2] = [f1 + f2]; α[f ] = [αf ]; ([f1], [f2]) = (f1, f2)
Êàê âûòåêàåò èç ëåììû 2.4, ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû, òî åñòü íå çàâèñÿò
îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [f1], [f2].
àññìîòðèì ïîïîëíåíèå àêòîðïðîñòðàíñòâà
H = S(Rn,Lk)/ ∼
Èìåííî îíî è âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â îäíîì èç ïîäõîäîâ
ê êâàíòîâàíèþ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè.
Èññëåäóåì ñâîéñòâà íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå H. àñ-
ñìîòðèì îïåðàòîð âèäà
eiΩ(Y ) : S(Rn,Lk)→ S(Rn,Lk)
Ëåììà 2.5. 1. Ïóñòü òî÷êà Y àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæèò êîñîîðòî-
ãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ ê Lk (Y ∈ L<⊥>k ), òî åñòü < Y,X >= 0 ïðè âñåõ X ∈ Lk.
Òîãäà îïåðàòîð Ω(Y ), ðàññìàòðèâàåìûé íà S(Rn,Lk), ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýðìèòîâîñòè
((f,Ω(Y )f ′)) = ((Ω(Y )f, f ′)), (2.12)
à îïåðàòîð eiΩ(Y ) ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ((f ′, f)) è îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ íà H äî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà eiΩ(Y ).
2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Yn → 0 èç L<⊥>k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíèòàðíûõ
îïåðàòîðîâ eiΩ(Yn) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê åäèíè÷íîìó.
Çàìå÷àíèå. Ïðè Y /∈ L<⊥>k îïåðàòîðû eiΩ(Y ) è Ω(Y ) íå ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîýòîìó èõ íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíÿòü íà H. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè <
Y,X >= α 6= 0 èìååì [Ω(Y ); Ω(X)] = −iα 6= 0; òîãäà Ω(X)f ∼ 0, Ω(X)Ω(Y )f ∼ 0, íî
Ω(Y )Ω(X)f − Ω(X)Ω(Y )f = −iαf íå ýêâèâàëåíòíî íóëþ.
2.2 Ïðîñòðàíñòâî Hˇ è åãî èçîìîðèçì ïðîñòðàíñòâó H
Êîíñòðóêöèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H äîñòàòî÷íî ñëîæíà: ïðè åãî ïîñòðîåíèè
èñïîëüçîâàíû îïåðàöèè àêòîðèçàöèè è ïîïîëíåíèÿ. Óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêæå è
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äðóãóþ ðåàëèçàöèþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ â íàñòî-
ÿùåì ïóíêòå.
Ñîïîñòàâèì óíêöèè f ∈ S(Rn,Lk) îáîáùåííóþ óíêöèþ F âèäà
F =
∫
Lk
dµ(X)eiΩ(X)f ≡ ηf. (2.13)
Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò èç ëåììû 2.2. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
îáîáùåííûõ óíêöèé âèäà (2.13) ÷åðåç Sˇ(Rn,Lk).
Ëåììà 2.6. Ïóñòü f ∈ S(Rn,Lk) è F = ηf ∈ Sˇ(Rn,Lk). Òîãäà f ∼ 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà F = 0.
Ëåììà 2.6 ïîçâîëÿåò ââåñòè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå η0 ïðîñòðàíñòâ
S(Rn,Lk)/ ∼ è Sˇ(Rn,Lk) ïî îðìóëå
η0[f ] = ηf, f ∈ [f ].
Ëåììà 2.7. 1. Ïóñòü {[fn]}  óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èç S(Rn,Lk)/ ∼. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn = η0[fn] ∈
Sˇ(Rn,Lk) ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè îáîáùåííûõ óíêöèé.
2. Åñëè η0[fn]→n→∞ 0 â ñìûñëå îáîáùåííûõ óíêöèé, òî ((fn, fn))→n→∞ 0.
Èç ïåðâîãî ïóíêòà ëåììû 2.7 âûòåêàåò, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó f ∈ H îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâëåíà îáîáùåííàÿ óíêöèÿ F , êîòîðóþ îáîçíà÷èì êàê F ≡ ηf . Èç âòîðî-
ãî ïóíêòà ëåììû 2.7 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð η îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå H íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå S ′(Rn). Îáîçíà÷èì ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî êàê
Hˇ = ηH. (2.14)
Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Hˇ ïî îðìóëå
((ηf, ηf))∨ ≡ ((f, f)). (2.15)
Èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ η âûòåêàåò, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå êîð-
ðåêòíî.
Îïèøåì êëàññ îáîáùåííûõ óíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ Hˇ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêî-
òîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ.
Áóäåì íàçûâàòü k-ìåðíóþ èçîòðîïíóþ ïëîñêîñòü Gk ⊂ M êàëèáðîâî÷íîé ïëîñ-
êîñòüþ äëÿ èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè Lk, åñëè íà Lk + Gk êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
íåâûðîæäåíî.
Ëåììà 2.8. 1. Äëÿ êàæäîé èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè Lk ìîæíî ïîäîáðàòü êàëèá-
ðîâî÷íóþ ïëîñêîñòü Gk.
2. Ïóñòü Gk  êàëèáðîâî÷íàÿ ïëîñêîñòü äëÿ Lk. Òîãäà äëÿ ëþáîãî áàçèñà X (1),...,
X (k) íà Lk ìîæíî ïîäîáðàòü áàçèñ Y (1),..., Y (k) íà Gk, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó
< X (a),Y (b) >= δab. (2.16)
3. Ïóñòü Gk  êàëèáðîâî÷íàÿ ïëîñêîñòü äëÿ Lk. ÒîãäàM ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó
M = Lk + Gk + (Lk + Gk)<⊥>;
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çäåñü ÷åðåç (Lk + Gk)<⊥> îáîçíà÷åíî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Lk + Gk.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáîáùåííàÿ óíêöèÿ Φ = Φ(x, y) (x ∈ Rn1, y ∈ Rn2) èç
S ′(Rn1+n2) äîïóñêàåò ñóæåíèå íà ïîâåðõíîñòü y = 0, åñëè äëÿ ëþáîé óíêöèè ϕ ∈
S(Rn1) èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà îáîáùåííàÿ óíêöèÿ
Φϕ1(y) =
∫
dxϕ1(x)F (x, y)
(î÷åâèäíî ïðèíàäëåæàùàÿ S ′(Rn2)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé óíêöèåé y â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè y = 0.
àññìîòðèì âûðàæåíèå âèäà
R(Y ) = (F ′, eiΩ(Y )F ), Y ∈M (2.17)
Ëåììà 2.9. Ïðè F, F ′ ∈ S ′(Rn) âûðàæåíèå (2.17) îïðåäåëÿåò îáîáùåííóþ óíê-
öèþ ïåðåìåííîé Y ∈ R2n èç S ′(R2n). Ýòà îáîáùåííàÿ óíêöèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò F è F ′.
Êëàññ Hˇ îáîáùåííûõ óíêöèé ìîæíî îïèñàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîáùåííàÿ óíêöèÿ F ∈ S ′(Rn) ïðèíàäëåæàëà
êëàññó Hˇ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âìåñòå âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ:
(à)
Ω(X)F = 0
äëÿ âñåõ X ∈ Lk;
(á) îáîáùåííàÿ óíêöèÿ
(F, eiΩ(Y )F )
äîïóñêàåò ñóæåíèå íà íåêîòîðóþ êàëèáðîâî÷íóþ ïëîñêîñòü Gk.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Hˇ ìîæíî çàïèñàòü ÿâíî (áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ êîñâåííîé îðìóëû (2.15)) ÷åðåç (2.17).
Ïóñòü Lk  èçîòðîïíàÿ ïëîñêîñòü âM, Gk  êàëèáðîâî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ íåå;
íà Lk è Gk çàäàíû ìåðû dµ(X) è dσ(Y ) ñîîòâåòñòâåííî, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâ.
Ëåììà 2.10. 1. Äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû ∆, çàâèñÿùåé îò âèäà ìåð dµ è dσ
è íå çàâèñÿùåé îò óíêöèè ρ, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî∫
Lk
dµ(X)
∫
Gk
dσ(Y )ρ(Y )ei<X,Y > = ρ(0)×∆. (2.18)
2. Äëÿ ëþáîé óíêöèè ρ(Y ), Y ∈ Gk, èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà, óäîâëåòâîðÿþùåé
ñâîéñòâó ρ(0) = 1/∆, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
((F, F ))∨ =
∫
Gk
dσ(Y )ρ(Y )(F, eiΩ(Y )F ), F ∈ Hˇ. (2.19)
àññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ îðìóë.
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Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìû áåç ñâÿçåé òåîðåìà 2.1 äàåò
íîâûé êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè îáîáùåííîé óíêöèè F ∈ S ′(Rn) ïðîñòðàíñòâó L2.
Òåîðåìà 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîáùåííàÿ óíêöèÿ F ∈ S ′(Rn) ïðèíàäëåæàëà
ïðîñòðàíñòâó L2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáîáùåííàÿ óíêöèÿ
(F, ei
P
j(Pj qˆj−Qj pˆj)F ) = ρ(P,Q)
èç S ′(R2n) áûëà íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (P,Q) = 0.
àññìîòðèì òåïåðü ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü n = 1, k = 1 (ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è îäíîé ñâÿçüþ).
Ïóñòü èçîòðîïíàÿ ïëîñêîñòü L1  ïðÿìàÿ, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîð (P = 0, Q = 1). Òîãäà
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ñòðîèòñÿ êàê ïîïîëíåíèå àêòîðïðîñòðàíñòâà S(R;L1)
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
((f, f)) = 2pi(f, δ(pˆ1)f) = |
∫
dξf(ξ)|2. (2.20)
Î÷åâèäíî, ÷òî äâå óíêöèè f ýêâèâàëåíòíû, åñëè ðàâíû èíòåãðàëû
∫
dξf(ξ); òåì
ñàìûì êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî  èíòåãðàë∫
dξf(ξ) = f . Òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî H îêàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûì.
Ïîñòðîèì òåïåðü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hˇ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, îíî ñîñòîèò
èç îáîáùåííûõ óíêöèé F ∈ S ′(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ äâóì óñëîâèÿì. Ïåðâîå èç íèõ
çàïèñûâàåòñÿ êàê pˆF = 0, èëè ∂F
∂ξ
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F = const.
×òîáû èññëåäîâàòü âòîðîå óñëîâèå, îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå êàëèáðîâî÷íîé ïî-
âåðõíîñòè ìîæíî âûáðàòü ëþáîå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîð
(P,Q) ïðè P 6= 0. Íàòÿíåì åå íà âåêòîð (P = 1, Q = 0). Òîãäà ïðè Y = (β, 0) ∈ G1
ïîëó÷èì
(F, eiΩ(Y )F ) = (F, eiβqˆF ) = 2pi|F |2δ(β).
Âèäíî, ÷òî äëÿ óíêöèè F = const ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.17) äåéñòâèòåëüíî äî-
ïóñêàåò ñóæåíèå íà êàëèáðîâî÷íóþ ïîâåðõíîñòü. Òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî Hˇ òàêæå
îêàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûì.
Ñâÿçü óíêöèé F ∈ Hˇ è f ∈ H âûãëÿäèò òàê:
F = 2piδ(pˆ)f,
èëè
F (ξ) =
∫
dξf(ξ + α) =
∫
dαf(α).
Èç îðìóë (2.18) è (2.19) íàõîäèì, ÷òî ((F, F ))∨ = |F |2, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (2.20).
Ïðèìåð 2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ è ïðèìåð ñ n = 1, k = 1, êîãäà
ïîäïðîñòðàíñòâî L1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, íàòÿíóòîé íà âåêòîð (P = 1, Q = 0). Òîãäà
((f, f)) = 2pi(f, δ(qˆ)f) = 2pi|f(0)|2.
Ñëåäîâàòåëüíî, äâå óíêöèè f ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñîâïàäàþò ïðè ξ = 0, è êàæäîìó
êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî  çíà÷åíèå ýòîé óíêöèè â òî÷êå ξ = 0
(äëÿ óäîáñòâà óìíîæèì åãî íà
√
2pi): f =
√
2pif(0). Òåì ñàìûì Hˇ îäíîìåðíî.
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Ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû 2.1 íà óíêöèþ F ∈ Hˇ èìååò âèä qˆF = 0, ÷òî îçíà÷àåò
ξF (ξ) = 0, èëè F (ξ) =
√
2piFδ(ξ). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî è âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû
2.1 äëÿ óíêöèè F äàííîãî âèäà òàêæå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî Hˇ
òàêæå îäíîìåðíî.
Èçîìîðèçì ïðîñòðàíñòâ H è Hˇ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà η
ηf(ξ) = 2piδ(ξ)f(ξ) =
√
2pifδ(ξ).
Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ((F, F ))∨ = |F |2.
Òðèâèàëüíûå ïðèìåðû 1 è 2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ñëîæíûõ, íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü n = 2, k = 1, L1  ïðÿìàÿ, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîð (P = 0, Q1 =
1, Q2 = 0). Òîãäà H  ýòî ïîïîëíåíèå àêòîðïðîñòðàíñòâà S ′(R2) ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì
((f, f)) = 2pi(f, δ(pˆ1)f) =
∫
dξ2|
∫
dξ1f(ξ1, ξ2)|2.
Ïðè ýòîì äâå óíêöèè f ýêâèâàëåíòíû, åñëè ðàâíû èíòåãðàëû F (ξ2) =
∫
dξ1f(ξ1, ξ2).
Òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî H ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó L2(R).
Àíàëîãè÷íî, ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû 2.1 çàïèñûâàåòñÿ êàê pˆ1F = 0, èëè F =
F (ξ2). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ((F, F ))
∨ =
∫
dξ2|F (ξ2)|2, à âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû 2.1
ýêâèâàëåíòíî ïðèíàäëåæíîñòè F ïðîñòðàíñòâó L2.
2.3 Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì è òåîðåìû
Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ, ñîðìóëèðîâàííûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1. Ýêñïîíåíòó îò îïåðàòîðà eiτΩ(P,Q) ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëüíîå óñëîâèå f0(ξ) çàäà÷è Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî
óðàâíåíèÿ
−i∂f(τ, ξ)
∂τ
= Ω(P,Q)f(τ, ξ) =
n∑
j=1
(Pjξj −Qj 1
i
∂
∂ξj
)f(τ, ξ)
â ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è f(τ, ·) "â ìîìåíò âðåìåíè"τ . ßâíîé ïîäñòàíîâêîé íàõîäèì,
÷òî
f(τ, ξ) = ei
Pn
j=1(τPjξj− τ
2
2
PjQj)f0(ξ −Qτ),
÷òî äîêàçûâàåò îðìóëó (2.3). Ôîðìóëû (2.4) ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíèðîâàíèåì îðìóë
(2.3).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2. Èñïîëüçóÿ îðìóëó (2.3), ïîëó÷èì
(f ′, eiΩ(P,Q)f) =
∫
dξf ′∗(ξ)ei
Pn
j=1(Pjξj− 12PjQj)f(ξ −Q). (2.21)
àçëàãàÿ óíêöèþ f(ξ) â èíòåãðàë Ôóðüå
f(ξ) =
∫
dκeiκξf˜(κ),
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ïðèâîäèì âûðàæåíèå (2.21) ê âèäó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà
Øâàðöà
(f ′, eiΩ(P,Q)f) =
∫
dξdκf ′∗(ξ)eiκξf˜(κ)ei
Pn
j=1(Pjξj− 12PjQj−κjQj),
êîòîðàÿ òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò f è f ′.
Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è èíòåãðàë îò ýòîé óíêöèè ïî ëþáîé ïëîñêîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3. Ââåäåì "ðåãóëÿðèçîâàííîå"ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âèäà
((f ′, f))ε =
∫
Lk
dµ(X)e−εM(X,X)(f ′, eiΩ(X)f), (2.22)
ãäå M(X,X)  ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ îðìà. Èç
òåîðåìû Ëåáåãà è ïðèíàäëåæíîñòè óíêöèè (f ′, eiΩ(X)f) ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà âû-
òåêàåò, ÷òî
((f ′, f))ε →ε→0 ((f ′, f)). (2.23)
Ïðîâåðèì òåïåðü íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.22),
ðàâíîñèëüíóþ íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà
ηε =
∫
Lk
dµ(X)e−εM(X,X)eiΩ(X), (2.24)
îãðàíè÷åííîãî ââèäó îöåíêè
||ηε|| ≤
∫
Lk
dµ(X)e−εM(X,X).
Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð ηε â âèäå êâàäðàòà ýðìèòîâà îïåðàòîðà µε, êîòîðûé áóäåì èñ-
êàòü â âèäå
µε = C1
∫
Lk
dµ(X)e−2εM(X,X)eiΩ(X).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî < X,X ′ >= 0, ïî ëåììå 2.1 ïîëó÷èì
µ+ε µε = C
2
1
∫
Lk
dµ(X ′)
∫
Lk
dµ(X ′′)e−2εM(X
′,X′)e−2εM(X
′′,X′′)eiΩ(X
′+X′′).
Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ X ′ è X = X ′ +X ′′; ïîëó÷èì, ÷òî
µ+ε µε =
∫
Lk
dµ(X)eiΩ(X)ρ(X),
ãäå ÷èñëîâàÿ óíêöèÿ ρ(X) èìååò âèä
ρ(X) = C21
∫
Lk dµ(X
′)e−2ε[M(X
′,X′)+M(X−X′,X−X′)] =
e−εM(X.X)C21
∫
Lk dµ(X
′)e−4εM(X
′−X
2
,X′−X
2
).
Ïðè íåêîòîðîì C1 ïîëó÷èì ρ(X) = e
−εM(X,X)
, òàê ÷òî
ηε = µ
+
ε µε.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
((f, f))ε = (f, ηεf) = (µεf, µεf) ≥ 0.
Èñïîëüçóÿ (2.23), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû 2.4 âûòåêàåò èç íåðà-
âåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê è äëÿ íåâûðîæäåííîãî. åëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ ∼
î÷åâèäíû. Òðàíçèòèâíîñòü âûòåêàåò èç äîêàçàííîãî ïåðâîãî ïóíêòà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ω(Y ) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ
ýòîãî îïåðàòîðà. Ñîõðàíåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò èç ïåðåñòàíîâî÷-
íîñòè îïåðàòîðà eiΩ(Y ) ñî âñåìè îïåðàòîðàìè eiΩ(X) (â ñèëó ëåììû 2.1 è ñâîéñòâà
< Y,X >= 0), à çíà÷èò, è ñ îïåðàòîðîì ηε. Èç ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âûòåêàåò ñîõðàíåíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è îäíîçíà÷íàÿ ïðîäîëæàåìîñòü äî
èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà âH. Èç ñâîéñòâà (eiΩ(Y ))−1 = eiΩ(Y ) âûòåêàåò îáðàòèìîñòü
è óíèòàðíîñòü.
×òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ
f ∈ S(Rn). Äîêàæåì, ÷òî
||(eiΩ(Yn) − 1)f ||H → 0 (2.25)
Èìååì:
||(eiΩ(Yn) − 1)f ||H = ||i
∫ 1
0
dτeiτΩ(Yn)Ω(Yn)f ||H = ||Ω(Yn)f ||H.
Ïîñêîëüêó Ω(Yn)f  ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óíêöèé ξif(ξ) è
∂f
∂ξi
ñ êîýèöèåíòàìè,
ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ, ||Ω(Yn)f ||H → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî (2.25) ïðîâåðåíî
äëÿ f ∈ S(Rn). Ïî òåîðåìå Áàíàõà-Øòåéíãàóçà îíî ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà H.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.6. Ïóñòü f ∼ 0. Òîãäà ïðè ëþáîì f ′ ∈ S(Rn)
(f ′, F ) = ((f ′, f)) = 0, (2.26)
êàê âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, F = 0.
Îáðàòíî, ïóñòü F = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé f ′ ∈ S(Rn) ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî (2.26).
Â ÷àñòíîñòè, îíî âûïîëíåíî ïðè f ′ = f , òàê ÷òî f ∼ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.7. Åñëè {[fn]}  óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èç S(Rn,Lk)/ ∼, òî äëÿ ëþáîãî ε < 0
||fn − fn′||H < ε,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ n, n′ > N(ε). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî f ′ ∈ S(Rn) ïî íåðà-
âåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
|((fn − fn′, f ′)|| ≤ ||f ′||H
√
ε,
òàê ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
((f ′, fn)) = (f ′, ηfn) = (f ′, Fn)
óíäàìåíòàëüíà è èìååò ïðåäåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ
â òîïîëîãèè îáîáùåííûõ óíêöèé.
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Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Èç ñâîéñòâà η0[fn]→n→∞ 0 âûòåêàåò, ÷òî
((f ′, fn)→n→∞ 0
äëÿ ëþáîé f ′ ∈ S(Rn). Äîêàæåì, ÷òî ((fn, fn)) →n→∞ 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå;
òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fnk ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà
((fnk , fnk)) ≥ ε > 0; ((f ′, fnk))→k→∞ 0.
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå l. Âûáåðåì òàêîå m = nk > l, ÷òî
|((fl, fm))| < ε/4.
Òîãäà
|((fl − fm, fl − fm))| ≥ ε/2.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ óíäàìåíòàëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {[fn]} äîêàçû-
âàåò ëåììó.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.8. Ïóñòü Lk  èçîòðîïíàÿ ïëîñêîñòü è (X (1), ...,X (k))
 áàçèñ íà íåé; ïðè ýòîì
< X (a),X (b) >= 0, a, b = 1, k (2.27)
Ïðîäîëæèì ýòîò áàçèñ äî áàçèñà (X (1), ...,X (2n)) íàM. àññìîòðèì ëèíåéíûå óíê-
öèîíàëû ωj, j = 1, 2n, íàM, îïðåäåëåííûå íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ êàê
ωj(X (i)) = δij .
Â ñèëó íåâûððîæäåííîñòè êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîé ëèíåéíûé óíêöèî-
íàë íàM ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
ωj(X) =< X, Y˜ (j) >
äëÿ íåêîòîðîãî Y˜ (j) ∈ M. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàíû ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû
Y˜ (1), ..., Y˜ (k), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
< X (a), Y˜ (b) >= δab, a, b = 1, k.
àññìîòðèì òåïåðü âåêòîðû
Y (a) = Y˜ (a) − 1
2
k∑
c=1
< Y˜ (a), Y˜ (c) > X (c). (2.28)
Ó÷èòûâàÿ (2.27), íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî
< Y (a),Y (b) >= 0; < X (a),Y (b) >= δab; a, b = 1, k. (2.29)
Ïîñêîëüêó < X (a),∑b Y (b) >= αa, èç ñâîéñòâà ∑b αbY (b) >= 0 âûòåêàåò, ÷òî âñå
αb = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû Y (1), ...,Y (k) > ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èõ ëèíåéíàÿ
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îáîëî÷êà Gk óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì êàëèáðîâî÷íîé ïëîñêîñòè. Ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
Ïóñòü Gk  ïðîèçâîëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ïëîñêîñòü, (X (1), ...,X (k))  áàçèñ íà
Lk, (Y (1)′, ...,Y (k)′)  áàçèñ íà Gk. Ââèäó óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè êîñîñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íà Lk + Gk ìàòðèöà
< (X (a),Y (b)′) =Mab
òàêæå íåâûðîæäåíà. Òîãäà áàçèñ
Y (a) = (M−1)caY (c)′
óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáóåìûì ñâîéñòâàì (2.16).
Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü (X (1), ...,X (k)) è (Y (1′), ...,Y (k′))  ââå-
äåííûå áàçèñû íà Lk è Gk. Ëþáîé âåêòîð Y ∈M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
Y = −
k∑
a=1
< Y (a), Y > X (a) +
k∑
b=1
< X (b), Y > Y (b) + Z,
ïåðâîå ñëàãàåìîå êîòîðîé ïðèíàäëåæèò Lk, âòîðîå  Gk, òðåòüå  (Lk + Gk)<⊥>,
ïîñêîëüêó
< X (b), Z >= 0; < Y (a), Z >= 0.
Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
k∑
a=1
αaX (a) +
k∑
b=1
βbY (b) + Z = 0; Z ∈ (Lk + Gk)<⊥>. (2.30)
Áåðÿ êîñîîðòîãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâåíñòâà (2.30) ñ X (a) è Y (b), íàõîäèì, ÷òî
αa = 0, βb = 0; ñëåäîâàòåëüíî, Z = 0. Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.9. Äëÿ ëþáîé óíêöèè χ ∈ S(R2n) ðàññìîòðèì èíòå-
ãðàë
R[χ] =
∫
dPdQχ(P,Q)(F ′, eiΩ(P,Q)F ) =∫
dPdQdξF ′∗(ξ)ei
Pn
j=1(Pjξj− 12PjQj)F (ξ −Q)χ(P,Q).
Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ P, ξ, η = ξ −Q, ïîëó÷àåì
R[χ] =
∫
dξdηF ′∗(ξ)F (η)
∫
dPei
Pn
j=1 Pj
ξj+ηj
2 χ(P, ξ − η). (2.31)
Êàê èçâåñòíî, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ óíêöèé F ′∗(ξ)F (η) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííîé óíêöèåé èç S ′(R2n), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò F è F ′. Ôóíêöèÿ∫
dPei
Pn
j=1 Pj
ξj+ηj
2 χ(P, ξ − η)
ïðèíàäëåæèò êëàññó S(R2n) è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò χ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå
R[χ] îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé óíêöèîíàë â S(R2n), íåïðåðûâíî çàâèñÿ-
ùèé îò F è F ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F ∈ Hˇ. Óñòàíîâèì,
÷òî Ω(X)F = 0 äëÿ âñåõ X ∈ Lk, à îáîáùåííàÿ óíêöèÿ (F, eiΩ(Y )F ) äîïóñêàåò
ñóæåíèå íà ëþáóþ êàëèáðîâî÷íóþ ïëîñêîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî
ëåìì.
Ëåììà 2.11. Ïóñòü F ∈ Hˇ. Òîãäà Ω(X)F = 0 äëÿ âñåõ X ∈ Lk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = ηf , ãäå f ∈ S(Rn,Lk). Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè
f ′ ïîëó÷èì
(f ′,Ω(X)f) = (Ω(X)f ′, F ) = ((Ω(X)f ′, f)) = 0
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé è ñâîéñòâà (2.11). Ñëåäîâàòåëüíî,
Ω(X)F = 0.
Äàëåå, ïóñòü F ∈ Hˇ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F = limn→∞ Fn, ãäå Fn ∈ Sˇ(Rn,Lk) è
Ω(X)Fn = 0 ïî äîêàçàííîìó. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ξi è äèåðåíöè-
ðîâàíèÿ
∂
∂ξi
íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè îáîáùåííûõ óíêöèé, Ω(X)F = 0 äëÿ ëþáîãî
F ∈ Hˇ. Ëåììà 2.11 äîêàçàíà.
Ëåììà 2.12. Ïóñòü F ∈ Sˇ(Rn,Lk). Òîãäà îáîáùåííàÿ óíêöèÿ (F, eiΩ(Y )F ) äî-
ïóñêàåò ñóæåíèå íà ëþáóþ êàëèáðîâî÷íóþ ïëîñêîñòü Gk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gk  ïðîèçâîëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ïëîñêîñòü. Ââåäåì
â M ⊂ R2n êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X (1), ...,X (k)  áàçèñ íà Lk,
Y (1), ...,Y (k)  áàçèñ íà Gk, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó (2.29), Z(1), ...,Z(2n−2k)  ïðî-
èçâîëüíûé áàçèñ íà (Lk + Gk)<⊥>. Ñîïîñòàâèì Y ∈M ðàçëîæåíèå
Y =
k∑
a=1
αaX (a) +
k∑
b=1
βbY (b) +
∑
λ
γλZ(λ). (2.32)
Íàçîâåì (α, β, γ) êîîðäèíàòàìè òî÷êè Y ∈ M. Óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî
óíêöèÿ
(F, ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F ) (2.33)
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåííàÿ óíêöèÿ β, íåïðåðûâíàÿ ïî α è γ â îêðåñò-
íîñòè (α = 0, γ = 0). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òàê è ÷òî äëÿ ëþáîé χ ∈ S(Rn) óíêöèÿ
ρ(α, γ) =
∫
dβχ(β)(F, ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F ) (2.34)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé óíêöèåé α, γ. Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü
F = ηf =
∫
dαei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))f, f ∈ S(Rn,Lk).
Òîãäà äëÿ èíòåãðàëà (2.34) ïîëó÷èì
ρ(α, γ) = J2
∫
dα′dα′′dβ(f, ei
Pk
a=1 α
′
aΩ(X (a))
ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))ei
Pk
a=1 α
′
a
′Ω(X (a))f).
Èñïîëüçóÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû 2.1, ïðèâåäåì äàííîå ñîîòíîøåíèå ê âèäó
ρ(α, γ) = J2
∫
dα′dα′′dβχ(β)e
i
2
Pk
a=1(α
′
a−α′a′)βa
×(f, ei
Pk
a=1(αa+α
′
a+α
′
a
′)Ω(X (a))+Pkb=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))f).
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Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ α′ è α′′ ê
µa = αa + α
′
a + α
′
a
′; κa =
α′a − α′a′
2
.
ßêîáèàí òàêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ðàâåí åäèíèöå; îòñþäà
ρ(α, γ) = J2
∫
dµdκdβχ(β)ei
Pk
a=1 κaβa
×ei
Pk
a=1 µaΩ(X (a))+i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))
Èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ îðìóëó∫
dκei
Pk
a=1 κaβa =
∏
a
2piδ(βa),
íàõîäèì
ρ(α, γ) = J2(2pi)kχ(0)
∫
dµ(f, ei
Pk
a=1 µaΩ(X (a))ei
P
λ γλΩ(Z(λ))f).
Ñëåäîâàòåëüíî,
(F, ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))F )
= J(2pi)k
∏
b δ(βb)((f, e
i
P
λ γλΩ(Z(λ))f)).
Ïðè ýòîì óíêöèÿ ((f, ei
P
λ γλΩ(Z(λ))f)) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò γ, ÷òî âûòåêàåò õîòÿ
áû èç ëåììû 2.5.
Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ óíêöèÿ (2.33) äåéñòâèòåëüíî äîïóñêàåò ñóæåíèå íà
êàëèáðîâî÷íóþ ïëîñêîñòü. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2.13. Ïóñòü îáîáùåííàÿ óíêöèÿ F ïðèíàäëåæèò êëàññó Hˇ. Òîãäà îáîá-
ùåííàÿ óíêöèÿ (F, eiΩ(Y )F ) äîïóñêàåò ñóæåíèå íà ëþáóþ êàëèáðîâî÷íóþ ïëîñ-
êîñòü Gk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå F ∈ Hˇ îçíà÷àåò, ÷òî F = limn→∞ Fn, ãäå Fn = ηfn,
è {fn}  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñâîéñòâó ((fn − fm, fn − fm))→n,m→∞ 0. Ïðè ýòîì
(F, ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))F ) =
limn→∞(Fn, ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))Fn) =
limn→∞ J(2pi)k
∏
b δ(βb)((fn, e
i
P
λ γλΩ(Z(λ))fn)) =
J(2pi)k
∏
b δ(βb)((f, e
i
P
λ γλΩ(Z(λ))f)).
(2.35)
Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 2.1. Ïóñòü
Ω(X)F = 0, X ∈ Lk, (2.36)
à èíòåãðàë
ρ(α, β, γ) = (F, ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))F ) (2.37)
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ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé óíêöèåé β, íåïðåðûâíîé ïî α, γ â îêðåñòíîñòè òî÷êè α =
0, γ = 0. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ S(Rn,Lk),
äëÿ êîòîðîé ηfn ñõîäèòñÿ ê F â îáîáùåííîì ñìûñëå:
((fn − fm, fn − fm))→n,m→∞ 0; F = lim
n→∞
ηfn. (2.38)
Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ (2.38) ðàçîáüåì íà íåñêîëü-
êî ëåìì.
Ëåììà 2.14. Äëÿ ëþáîé óíêöèè χ(P,Q) èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà âûðàæåíèå
φ(ξ) =
∫
dPdQχ(P,Q)eiΩ(P,Q)F (ξ)
îïðåäåëÿåò îñíîâíóþ óíêöèþ èç S(Rn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.9 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ óíêöèÿ ðàâíà
φ(ξ) =
∫
dηF (η)
∫
dPei
Pn
j=1 Pj
ξj+ηj
2 χ(P, ξ − η)
è ïðèíàäëåæèò S(Rn) ïî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì îáîáùåííûõ óíêöèé.
Ëåììà 2.15 Ïóñòü äëÿ óíêöèè F âûïîëíåíî ñâîéñòâî (2.36), à óíêöèÿ Φ(β, γ)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà. Òîãäà èíòåãðàë
f =
∫
dβdγΦ(β, γ)ei
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F
ïðèíàäëåæèò êëàññó S(Rn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâà (2.36) âûòåêàåò, ÷òî
F = ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))F. (2.39)
Ïóñòü χ(α)  ëþáàÿ óíêöèÿ α, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå. Òîãäà
F =
∫
dαχ(α)ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))F.
Îòñþäà
f =
∫
dαdβdγχ(α)Φ(β, γ)ei
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))F
=
∫
dαdβdγχ(α)Φ(β, γ)
×e− i2
Pk
a=1 αaβaei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F.
Ïî ëåììå 2.14 ïîëó÷àåì, ÷òî f ∈ S(Rn). Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîäáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ S(Rn,Lk) êàê
fn =
∫
dβdγΦn(β, γ)e
i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F, (2.40)
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ãäå
Φn(β, γ) = nΦ(β, nγ),
à Φ(β, σ)  ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì íîðìèðîâêè
J(2pi)k
∫
dσΦ(0, σ) = 1. (2.41)
Ëåììà 2.16. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηfn ñõîäèòñÿ ê F â ñìûñëå ñõîäèìîñòè îáîá-
ùåííûõ óíêöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ S(Rn). Óñòàíîâèì, ÷òî
(ϕ, ηfn)→n→∞ (ϕ, F ),
ãäå
ηfn = J
∫
dαei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))fn.
Èìååì:
ηfn = J
∫
dαdβdγΦn(β, γ)e
i
Pk
a=1 αaΩ(X (a))ei
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F =
J
∫
dαdβdγΦn(β, γ)e
i
Pk
a=1 αaβa
×ei
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))F =
J
∫
dαdβdγΦn(β, γ)e
i
Pk
a=1 αaβaei
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))F =
J(2pi)k
∫
dγΦn(0, γ)e
i
P
λ γλΩ(Z(λ))F.
(2.42)
çäåñü èñïîëüçîâàíû ëåììà 2.1 è ñâîéñòâî (2.39). Ñëåäîâàòåëüíî,
(ϕ, ηfn)− (ϕ, F ) = (ϕn, F ), (2.43)
ãäå
ϕn =
∫
dγΦn(0, γ)[e
−iPλ γλΩ(Z(λ)) − 1]ϕ.
Óñòàíîâèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé ϕn ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ñìûñëå ñõîäèìî-
ñòè îáîáùåííûõ óíêöèé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷-
íîãî íàáîðà âåêòîðîâ W(1), ...,W(p) èçM ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
||Ω(W(1))...Ω(W(p))ϕn||L2 →n→∞ 0. (2.44)
Çàìåíîé nγ = σ ïðèâîäèì èíòåãðàë (2.43) ê âèäó
ϕn =
∫
dσΦ(0, σ)[e−i
1
n
P
λ γλΩ(Z(λ)) − 1]ϕ
= 1
n
∫
dσ
∫ 1
0
dτΦ(0, σ)(−iσλΩ(Z(λ)))e−i 1n
P
λ γλΩ(Z(λ))ϕ.
Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èç ëåììû 2.1, óíèòàðíîñòü îïåðàòîðà
e−i
1
n
P
λ γλΩ(Z(λ))
è êîìïàêòíîñòü íîñèòåëÿ óíêöèè Φ, ïðèõîäèì ê ñâîéñòâó (2.44). Èç
íåïðåðûâíîñòè óíêöèîíàëà F ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.43) ñõîäèòñÿ ê
íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.17. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
ρ(α, β, γ) =
k∏
b=1
δ(βb)R(γ), (2.45)
ãäå R(γ)  íåïðåðûâíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè γ = 0 óíêöèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà (2.36) âûòåêàåò, ÷òî
ei
Pk
a=1 α
′
aΩ(X (a))F = F,
òàê ÷òî
ρ(α, β, γ) = (F, ei
Pk
a=1 α
′
aΩ(X (a))
×ei
Pk
a=1 αaΩ(X (a))+i
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+i
P
λ γλΩ(Z(λ))ei
Pk
a=1 α
′
a
′Ω(X (a))F )
Ïî ëåììå 2.1 ïîëó÷èì
ρ(α, β, γ) = (F, e
i
2
Pk
a=1(α
′−α′′)aβa
×ei
Pk
a=1(α+α
′+α′′)aΩ(X (a))+
Pk
b=1 βbΩ(Y(b))+
P
λ γλΩ(Z(λ))F )
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îáîáùåííàÿ óíêöèÿ ρ íå çàâèñèò îò α è ïðîïîðöèîíàëü-
íà
∏k
a=1 δ(βa), òî åñòü èìååò âèä (2.39). Ââèäó íåïðåðûâíîñòè óíêöèè (2.39) ïî γ
â îêðåñòíîñòè íóëÿ óíêöèÿ R(γ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâàì.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2.18. Ñïðàâäåëèâî ñâîéñòâî
((fn, fm))→n,m→∞ A,
ãäå A = const.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó (2.42) èìååì
((fn, fm)) = (fn, ηfm) =
(
∫
dβ ′dγ′Φn(β ′, γ′)e−i
Pk
b=1 β
′
b
Ω(Y(b))−iPλ γ′λΩ(Z(λ))F,
J(2pi)k
∫
dγΦm(0, γ)e
i
P
λ γλΩ(Z(λ))F ) =
J(2pi)k
∫
dβ ′dγ′dγΦn(β ′, γ′)Φm(0, γ)ρ(0,−β, γ − γ′) =
J(2pi)k
∫
dγdγ′Φn(0, γ′)Φm(0, γ)R(γ − γ′).
Ïîñëå çàìåíû nγ′ = σ′ è mγ = σ äàííîå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
((fn, fm)) = J(2pi)
k
∫
dσ′dσΦ∗(0, σ′)Φ(0, σ)R(
σ
m
− σ
′
n
).
Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïðè n,m→∞
((fn, fm))→n,m→∞ R(0)J(2pi)k|
∫
dσΦ(0, σ)|2 = A = const.
Ëåììà 2.18 äîêàçàíà.
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Èç ëåììû 2.18 ïîëó÷àåì, ÷òî {fn}  óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; äåé-
ñòâèòåëüíî,
((fn − fm, fn − fm)) = ((fn, fn)) + ((fm, fm))− ((fn, fm))− ((fm, fn))→ 0.
Òåîðåìà 2.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.10. Çàïèøåì ðàâåíñòâî (2.18) â êîîðäèíàòàõ (2.32).
Ïóñòü α1, ..., αk  êîîðäèíàòû X ∈ Lk, (β1, ..., βk)  êîîðäèíàòû Y ∈ Lk. Òîãäà èí-
âàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ dµ(X) è dσ(Y ) çàïèøóòñÿ
êàê
dµ(X) = Jdα1...dαk, dσ(Y ) = Kdβ1...dβk.
Ïðè ýòîì
< X, Y >=
k∑
a=1
αaβa.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.18) çàïèøåòñÿ êàê
JK
∫
dαdβρ(β)ei
Pk
a=1 αaβa = JK(2pi)kρ(0),
÷òî äîêàçûâàåò îðìóëó (2.18) ïðè
∆ = JK(2pi)k. (2.46)
Ïðîâåðèì òåïåðü ðàâåíñòâî (2.19), êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
((F, F ))∨ = K
∫
dβρ(β)(F, ei
P
a βaΩ(Y(b)F ). (2.47)
Ïî îðìóëå (2.35)
(F, ei
P
a βaΩ(Y(b)F ) = J(2pi)k
∏
b
δ(βb)((f, f)),
åñëè F = ηf . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.47) èìååò âèä
JK(2pi)kρ(0)((f, f))
è äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ. Ëåììà 2.10 äîêàçàíà.
3 àóññîâñêèå è êâàçèãàóññîâñêèå óíêöèè
àóññîâñêèå è êâàçèãàóññîâñêèå óíêöèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè
ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè. Èññëåäóåì èõ ñâîéñòâà.
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3.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ
Áóäåì íàçûâàòü óíêöèþ f ∈ S(Rn) âèäà
f(ξ) = c exp[
i
2
n∑
ij=1
ξiAijξj], (3.1)
ãäå c  íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, c 6= 0, Aij  ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìíèìîé ÷àñòüþ (ImA > 0), ãàóññîâñêîé óíêöèåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç MC êîìïëåêñèèöèðîâàííîå àçîâîå ïðîñòðàíñòâî 
êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ íàáîðîâ 2n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
(P1, ..., Pn;Q1, ..., Qn) ñ êîñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2.1). Â òåîðèè ñèñòåì
áåç ñâÿçåé ëþáîé ãàóññîâñêîé óíêöèè ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîìïëåêñíûé ðîñòîê
Ìàñëîâà [10,11℄  ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî r(A) ∈MC, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ
Y , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó
Ω(Y )f = 0 (3.2)
(çäåñü îïåðàòîð Ω(Y ) èìååò âèä (2.2)).
Äëÿ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè ðàâåíñòâî (3.2) ìîæíî ïîíèìàòü äâîÿêî: â ñìûñëå ïðî-
ñòðàíñòâà S(Rn) è â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà H. Ââåäåì ïîýòîìó ïîíÿòèÿ S-ðîñòêà è
H-ðîñòêà.
Íàçîâåì êîìïëåêñíûì S-ðîñòêîì Ìàñëîâà r(A) ìíîæåñòâî âñåõ Y ∈MC, òàêèõ,
÷òî ðàâåíñòâî (3.2) âûïîëíåíî â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà S(Rn).
àññìîòðèì òåïåðü ðàâåíñòâî (3.2) â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà H. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ñîãëàñíî ëåììå 2.5 îïåðàòîð Ω(Y ) îïðåäåëåí òîëüêî ïðè Y ∈ (LCk )<⊥> (çäåñü
LCk  êîìïëåêñèèêàöèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Lk ⊂ M àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà). Êðîìå
òîãî, â ïðîñòðàíñòâå H íåíóëåâàÿ óíêöèÿ Ω(Y )f ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíà íóëþ,
åñëè èìååò íóëåâóþ íîðìó. Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
Íàçîâåì êîìïëåêñíûì H-ðîñòêîì Ìàñëîâà rˇ(A) ìíîæåñòâî âñåõ Y ∈ (LCk )<⊥>,
òàêèõ, ÷òî
Ω(Y )f ∼ 0. (3.3)
Èññëåäóåì ñâîéñòâà S-ðîñòêà è H-ðîñòêà.
Ìíîãèå ñâîéñòâà S-ðîñòêà àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñèñòåì áåç ñâÿçåé.
Ëåììà 3.1. 1. Êîìïëåêñíûé S-ðîñòîê Ìàñëîâà r(A) ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì MC, ñîñòîÿùèì èç âåêòîðîâ
r(A) = {(P = AQ,Q)|Q ∈ Cn}.
2. r(A) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì:
Y ∈ r(A), Y 6= 0⇒ 1
i
< Y, Y ∗ >> 0.
Y1, Y2 ∈ r(A)⇒< Y1, Y2 >= 0. (3.4)
Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì ïðèâîäÿòñÿ â ïóíêòàõ 3.2 è 3.3.
Êàê ïîêàçûâàåò ëåììà 3.1, íà S-ðîñòêå r(A) ìîæíî ââåñòè ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
1
i
< Y1, Y
∗
2 >.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B : r(A) → Cn è C : r(A) → Cn îòîáðàæåíèÿ, ïðîåêòèðóþùèå
S-ðîñòîê íà èìïóëüñíîå è êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâà; îíè ñîïîñòàâëÿþò âåêòîðó
Y = (P,Q) ∈ r(A) âåêòîðû BY = P è CY = Q.
Ëåììà 3.2. Ïóñòü n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî r ⊂ MC óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâàì (3.4). Òîãäà:
(à) ïðîñòðàíñòâî MC ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
MC = r + r∗; r ∩ r∗ = {0}. (3.5)
(á) îòîáðàæåíèå C : r → Cn âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
(â) r ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì S-ðîñòêîì Ìàñëîâà äëÿ íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé
óíêöèè (3.1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû c;
ïðè ýòîì A = BC−1.
Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå S-ðîñòêà, ìîæíî ïîëó÷èòü îðìóëó äëÿ êâàäðàòà íîðìû ãàóñ-
ñîâñêîé óíêöèè (3.1). Ïóñòü r(A)  S-ðîñòîê, îòâå÷àþùèé ãàóññîâñêîé óíêöèè
(3.1); ðàññìîòðèì åãî ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà
r⊥(A) = r(A) ∩ (LCk )<⊥>.
×åðåç r−(A) îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê r⊥(A) îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ
1
i
< Y1, Y
∗
2 >.
Ëåììà 3.3. 1. Ëþáîé âåêòîð X ∈ Lk îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû
X = X− +X
∗
−; X− ∈ r−(A);
2. Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà
dim r⊥(A) = n− k; dim r−(A) = k.
3. Îòîáðàæåíèå k-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ P− : LCk → r−(A), îïðåäåëåííîå ïî îðìóëå
P−X = X−, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ÿêîáèàíà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü L è L′  äâà ëèíåéíûõ k-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè
dµ è dµ′, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ; P : L → L′  ëèíåéíîå âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ (x1, ..., xk) è
(x′1, ..., x
′
k) ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ èìåþò âèä:
dµ = Jdx1...dxk; dµ
′ = J ′dx′1...dx
′
k,
à îïåðàòîðó P îòâå÷àåò ìàòðèöà Pij . Íàçîâåì ÿêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ P âåëè÷èíó
∆(P ) = |detP | |J
′|
|J | . (3.6)
Ëåììà 3.4. Îïðåäåëåíèå ÿêîáèàíà (3.6) íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò.
Ñîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ((f, f)).
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Ëåììà 3.5. 1. Äëÿ (f, f) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(f, f) = (2pi)n/2|c|2∆(C).
2. Äëÿ ((f, f)) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
((f, f)) =
∫
Lk dµ(X)e
− 1
2i
<P−X,(P−X)∗>(f, f);
((f, f)) = (2pi)
k+n
2 |c|2 ∆(C)
∆(P−)
.
(3.7)
Èç ëåììû 3.5, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî f 6∼ 0.
Çàìå÷àíèå. Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè îðìóëà äëÿ ((f, f)) ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò-
ñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè áàçèñ X (1), ...,X (k) íà Lk (X (a) = (P(a),Q(a))), ââåñòè
ïî îðìóëå (2.6) êîîðäèíàòû íà Lk, çàïèñàòü ïî îðìóëå (2.7) ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ
è âîñïîëüçîâàòüñÿ (2.8), òî ïîëó÷èì
((f, f)) = (2pi)
k+n
2 |c|2J 1√
detK
√
detM
,
ãäå ìàòðèöû M è K èìåþò âèä
Mab = i
∑n
j=1[P(a)j Q(b)j −Q(a)j (AQ(b))j ], a, b = 1, k;
Kjs =
1
i
(A−A∗)js +
∑k
ab=1[P(a) − AQ(a)]jM−1ab [P(b) −AQ(b)]s.
Ôîðìóëû (3.7) çíà÷èòåëüíî êîìïàêòíåå è èìåþò ÿâíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.
Èññëåäóåì òåïåðü ñâîéñòâà H-ðîñòêà, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ìåíåå òðèâèàëüíûìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ óòâåðæäåíèÿìè ëåìì 3.1 è 3.2.
Òåîðåìà 3.1. 1. Êîìïëåêñíûé H-ðîñòîê Ìàñëîâà rˇ(A) ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì MC, ïðåäñòàâèìûì â âèäå ïðÿìîé ñóììû
rˇ(A) = r⊥(A) + LCk , r⊥(A) ∩ LCk = {0}.
2. rˇ(A) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
Y ∈ LCk ⇒ Y ∈ rˇ(A); 1i < Y, Y ∗ >= 0;
Y ∈ rˇ(A), Y /∈ LCk ⇒ 1i < Y, Y ∗ >> 0;
Y1, Y2 ∈ rˇ(A) ⇒ < Y1, Y2 >= 0.
(3.8)
Èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò âàæíîå
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Y ∈M. Òîãäà Ω(Y )g ∼ 0 ïðè âñåõ g ∈ S(Rn) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Y ∈ Lk.
Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàëàñü âûøå (îðìóëà (2.11)); äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîá-
õîäèìîñòè äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Y ∈ rˇ(A) ïðè âñåõ A, íî, ïîñêîëüêó Y = Y ∗,
ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî < Y, Y ∗ >= 0 è Y ∈ LCk .
Òåîðåìà 3.2. 1. Ïóñòü n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî rˇ ∈ MC óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâàì (3.8). Òîãäà:
(à) ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:
(LCk )<⊥> = rˇ + rˇ∗, rˇ ∩ rˇ∗ = LCk .
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(á) äëÿ íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé óíêöèè rˇ = rˇ(A).
2. Äëÿ äâóõ íåíóëåâûõ ãàóññîâñêèõ óíêöèé
f1(ξ) = c1e
P
ij ξiA
(1)
ij ξj , f2(ξ) = c2e
P
ij ξiA
(2)
ij ξj
êîìïëåêñíûå H-ðîñòêè Ìàñëîâà ñîâïàäàþò (rˇ(A(1)) = rˇ(A(2))) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ c ñïðàâäåëèâî ñâîéñòâî f1 ∼ cf2.
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæåíèÿ îïèðàåòñÿ íà ïîëíîòó êâàçè-
ãàóññîâñêèõ óíêöèé (òåîðåìà 3.3).
Èññëåäóåì òåïåðü îáîáùåííóþ óíêöèþ F = ηf ∈ Sˇ(Rn,Lk), îòâå÷àþùóþ ïî
îðìóëå (2.13) ãàóññîâñêîé óíêöèè (3.1). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî
Lk îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, óíêöèÿ F òàêæå
èìååò ãàóññîâñêèé âèä
F (ξ) = cˇe
i
2
P
ij ξiAˇijξj . (3.9)
Ïðè ýòîì ÷èñëî cˇ è ìàòðèöó Aˇ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç S− è H− ðîñòêè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bˇ : rˇ(A) → Cn è Cˇ : rˇ(A) → Cn îòîáðàæåíèÿ, ïðîåêòèðóþùèå
H-ðîñòîê íà èìïóëüñíîå è êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâà, à ÷åðåç Π : rˇ(A) → LCk
 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ïî òåîðåìå 3.1 îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà LCk âäîëü
r⊥(A): îí ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó Y ∈ rˇ(A) âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè Y = Y⊥ +
ΠY , Y⊥ ∈ r⊥(A), ΠY ∈ LCk .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P− : rˇ(A)→ r(A) îïåðàòîð âèäà:
P−Y = Y, Y ∈ r⊥(A);
P−Y = P−Y, Y ∈ Lk. (3.10)
Ëåììà 3.6. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî Lk îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êîîðäè-
íàòíóþ ïëîñêîñòü, òî åñòü
(P,Q) ∈ Lk, Q = 0 ⇒ P = 0.
Òîãäà:
(à) îòîáðàæåíèå Cˇ âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
(á) óíêöèÿ F (ξ) èìååò âèä (3.9), ïðè÷åì Aˇ = BˇCˇ−1;
(â) äëÿ cˇ ñïðàâåäëèâà ëþáàÿ èç îðìóë:
cˇ = c
∫
Lk dµ(X)e
− i
2
<X,C−1CˇX>;
cˇ = c(2pi)k/2
√
det[CP−Cˇ−1]
∆(P−)
.
(3.11)
Â îðìóëó (3.11) âõîäèò êâàäðàòíûé êîðåíü èç äåòåðìèíàíòà îïåðàòîðà
ΠCˇ−1CP− : LCk → LCk . Ïðîáëåìà âûáîðà çíàêà êîðíÿ (àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìå îïðåäå-
ëåíèÿ èíäåêñà Ìàñëîâà) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. àññìîòðèì ÷àñò-
íûé ñëó÷àé, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî Lk ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà X = (P = 0,Q ∈
Lk ⊂ Rn), à ìàòðèöà A ÷èñòî ìíèìàÿ: A∗ = −A. Òîãäà ðàçëîæåíèåX = P−X+(P−X)∗
èìååò âèä
(0,Q) = 1
2
(AQ,Q) + 1
2
(−AQ,Q).
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Ñëåäîâàòåëüíî, P−(0,Q) = 12(AQ,Q), òàê ÷òî CP−(0,Q) = 12Q. Îòñþäà
Cˇ−1CP−(0,Q) = (0, 12Q), è ýòîò âåêòîð óæå ïðèíàäëåæèò LCk . Òàêèì îáðàçîì,
ΠCˇ−1CP− = 12 ; ïðîáëåì ñ âûáîðîì çíàêà êâàäðàòíîãî êîðíÿ íå âîçíèêàåò. Â îáùåì
æå ñëó÷àå âåòâü êîðíÿ ìîæíî âûáðàòü ïî íåïðåðûâíîñòè.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå îðìóëû íà îäíîìåðíîì ïðèìåðå.
Ïóñòü n = 1, k = 1, ïîäïðîñòðàíñòâî L1 íàòÿíóòî íà âåêòîð X = (P,Q),
L1 = {α(P,Q)}, ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ íà L1 èìååò âèä dα. àññìîòðèì ãàóññîâñêóþ
óíêöèþ
f = ce
i
2
ξAξ.
Òîãäà S-ðîñòîê è H-ðîñòîê èìåþò âèä
r(A) = {(Aβ, β)}, rˇ(A) = {(Pα,Qα)} = {αX},
òàê ÷òî Aˇ = P/Q. Ïðè ýòîì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íà S-ðîñòêå ñîñòîèò èç îäíîãî
âåêòîðà
Z =
(√
i
A−A∗A,
√
i
A− A∗
)
.
Ïîñêîëüêó
X = λZ + λ∗Z∗,
ãäå
λ =
1
i
√
i
A− A∗ (P −A
∗Q),
îïåðàòîð P− èìååò âèä P−(αX ) = αλZ. Ñëåäîâàòåëüíî,
∆(C) =
√
i
A− A∗ , ∆(P−) = |λ|.
Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå äàåò
ΠCˇ−1CP−X = 1
A−A∗ (
P
Q − A
∗)X ,
è ïî îðìóëå (3.11)
cˇ =
c(2pi)k/2
|λ|
√
1
A− A∗ (
P
Q − A
∗)
Èññëåäóåì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé Q → 0, P = const, A = i. Òîãäà |λ| ≃ P/√2,
cˇ =
c(2pi)1/2√|P| e−i
pi
4
signP
Q
1√|Q| ,
òàê ÷òî
F ≃ c(2pi)
1/2√|P| e−i
pi
4
signP
Q
1√|Q|e
i
2
P
Q
ξ2.
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Ïðè P/Q → 0 óíêöèÿ F ñòðåìèòñÿ ê äåëüòà-óíêöèè:
F ≃ c|P|δ(ξ),
êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ãàóññîâñêîé óíêöèè
(3.b4). Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
ïîäïðîñòðàíñòâî Lk íåîäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
óíêöèÿ F íå èìååò âèäà (3.b4), íî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðåäåë óíêöèé
(3.b4).
Èñïîëüçóÿ ãàóññîâñêèå óíêöèè f è îïðåàòîðû Ω(Y ), ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæå-
ñòâà, ïëîòíûå â H. Ïóñòü f  ãàóññîâñêàÿ óíêöèÿ (3.1).
Òåîðåìà 3.3. 1. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óíêöèé
eiΩ(Y )[f ], Y ∈ L<⊥>k (3.12)
îáðàçóåò ïëîòíîå â H ìíîæåñòâî.
2. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óíêöèé
Ω(Y ∗1 )...Ω(Y
∗
p )[f ], Y
∗
1 , ..., Y
∗
p ∈ rˇ∗(A). (3.13)
ïëîòíî â H.
Áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ H (3.13), ãäå p ≤ s,
êâàçèãàóññîâñêèìè âåêòîðàìè ðàíãà s. Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3.7. Íà ìíîæåñòâå êâàçèãàóññîâñêèõ âåêòîðîâ s-ãî ðàíãà ñïðàâåäëèâû
ñâîéñòâà:
||Ω(Z)g|| ≤ √s
√
1
i
< Z,Z∗ >||g||,
||Ω(Z∗)g|| ≤ √s+ 1
√
1
i
< Z,Z∗ >||g||,
Z ∈ rˇ(A).
3.2 Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1. Ïóñòü Y = (P,Q). Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïî-
ëó÷àåì, ÷òî
Ω(Y )f =
n∑
j=1
(P −AQ)jξjf.
Ïðè ýòîì ñâîéñòâî (3.2) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P = AQ. Ïðîâåðèì
ñâîéñòâà (3.4):
1
i
< Y, Y ∗ >=
1
i
〈(
AQ
Q
)
,
(
A∗Q∗
Q∗
)〉
=
1
i
∑
js
Q∗j (A− A∗)jsQs > 0.
1
i
< Y, Y ′ >=
1
i
〈(
AQ
Q
)
,
(
A′Q′
Q′
)〉
=
1
i
∑
js
Qj(Asj −Ajs)Qs = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2. Ïðè Y ∈ r ∩ r∗ èìååì < Y, Y ∗ >= 0, ÷òî âîçìîæíî
ëèøü ïðè Y = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî r + r∗ ⊂ MC ÿâëÿåòñÿ 2n-
ìåðíûì, òàê ÷òî r + r∗ =MC.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå C íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, è Y =
(P,Q = 0) ∈ r äëÿ íåêîòîðîãî P 6= 0. Íî òîãäà < Y, Y ∗ >= 0, ÷òî âîçìîæíî ëèøü
ïðè P = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè C âûòåêàåò, ÷òî
r = {(BY,CY )|Y ∈ r} = {(BC−1Q,Q)|Q ∈ Cn}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî äîêàçàííîìó â ëåììå 3.1 r(A) = {(AQ,Q)|Q ∈ Cn}. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî r = r(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = BC−1.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3. Ïî ëåììå 3.2, ëþáîé âåêòîð X ∈ Lk îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
X = X− +X+, X− ∈ r(A), X+ ∈ r∗(A). (3.14)
Ñîïðÿãàÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
X = X∗+ +X
∗
−, X
∗
+ ∈ r(A), X∗− ∈ r∗(A).
Èç îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (3.14) íàõîäèì, ÷òî X∗+ = X−. Ïðîâåðèì, ÷òî X− ∈
r−(A). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
Y ∈ r⊥(A) ⇒ < X∗−, Y >= 0. (3.15)
Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà (3.15) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç (3.14) è (3.4) âûòåêàåò
< X, Y >=< X∗−, Y >; ñâîéñòâî æå < X, Y >= 0 ñëåäóåò èç Y ∈ r⊥(A). Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ëåììû ïðîâåðåíî.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå P− ïî îðìóëå P−(X+ iX ′) = X−+ iX ′−. Åãî ëèíåéíîñòü
î÷åâèäíà. Óñòàíîâèì åãî âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
X,X ′ ∈ Lk îêàçàëîñü X− + iX ′− = 0. Òîãäà X∗− − iX∗− = 0, è
< X,X ′ >=< X−, X ′∗− > + < X
∗
−, X
′
− >= −2i < X ′−, X ′∗− > .
Ñâîéñòâî èçîòðîïíîñòè < X,X ′ >= 0 ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, åñëè òîëüêî <
X ′−, X
′∗
− >= 0, èëè X
′
− = 0, ÷òî îçíà÷àåò X− = 0, X = 0, X
′ = 0. Òåì ñàìûì
ïðè X ∈ LCk èç P−X = 0 âûòåêàåò X = 0.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü X (1), ...,X (k)  áàçèñ íà Lk. Òîãäà
Y ∈ r⊥(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ωa(Y ) =< X (a), Y >= 0. (3.16)
Ëèíåéíûå îðìû ω1, ..., ωk, çàâèñÿùèå îò Y ∈ r(A), ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ LCk < X, Y >= 0 äëÿ
âñåõ Y ∈ r(A), ÷òî îçíà÷àåò < (P−X)∗, Y >= 0 è < (P−X)∗, Y ∗ >= 0, ñëåäîâàòåëü-
íî, âåêòîð (P−X)∗ êîñîîðòîãîíàëåí âñåìó ïðîñòðàíñòâó MC è ðàâåí ïîýòîìó íóëþ.
Îòñþäà âûòåêàåò X = 0.
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Äîñòðîèì íàáîð ω1, ..., ωk äî áàçèñà ω1, ..., ωn íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ óíêöè-
îíàëîâ íà r(A). àññìîòðèì áàçèñ Y (1), ...,Y (k) íà r(A), óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó
ωi(Y (i)) = δij ; òîãäà < X (a),Y (j) >= δaj . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî r⊥(A) ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ Y (k+1), ...,Y (n). Îíî n−k-ìåðíî; åãî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
1
i
< Y1, Y
∗
2 > ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, P−  âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå k-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ëåì-
ìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò
x˜ = Ux, x˜′ = U ′x′
âåëè÷èíû J è J ′ è ìàòðèöà P ïåðåõîäÿò â
J˜ = J |detU |−1, J˜ ′ = J |detU ′|−1, P˜ = U ′PU−1.
Ñëåäîâàòåëüíî,
∆(P˜ ) = |detP˜ | |J˜
′|
|J˜| = ∆(P ),
÷òî äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5. Ñíà÷àëà ÿâíûì âû÷èñëåíèåì ãàóññîâñêîãî èíòåãðàëà
ïîëó÷èì
(f, f) = (2pi)n/2|c|2 1√
detA−A
∗
i
.
Ââåäåì íà S-ðîñòêå r(A) áàçèñ Z(1), ...,Z(n), îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
1
i
< Z,Z∗ >. Îáîçíà÷àÿ Z(γ) ≡ (P (γ)k , Q(γ)k ), Bkγ = P (γ)k ,
Ckγ = Q
(γ)
k , çàïèøåì óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè â âèäå
1
i
n∑
k=1
(P
(γ)
k Q
(σ)∗
k −Q(γ)k P (σ)∗k ) = δγσ,
èëè â ìàòðè÷íîé îðìå
1
i
(C+B − B+C) = 1.
Ïîñêîëüêó A = BC−1, èìååì
A− A+ = BC−1 − (BC−1)+ = C−1+(C+B − B+C)C−1 = i(CC+)−1.
Èç ñîîòíîøåíèÿ
∆(C) = |detC|
âûòåêàåò, ÷òî
det
A−A+
i
= |detC|−2 = [∆(C)]−2.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.
27
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé (2.5). Èñïîëü-
çóÿ ëåììó 3.3, çàïèøåì îïåðàòîð Ω(X), X ∈ Lk, â âèäå
Ω(X) = Ω(P−X) + Ω((P−X)∗).
Èñïîëüçóÿ îðìóëû èç ëåììû 2.1, çàïèøåì
(f, eiΩ(X)f) = (f, eiΩ((P−X)
∗)eiΩ(P−X)f)e−
1
2i
<P−X,(P−X)∗>.
Ïîñêîëüêó Ω(P−X)f = 0, ïîëó÷èì
(f, eiΩ(X)f) = (f, f)e−
1
2i
<P−X,(P−X)∗>.
Ïðèõîäèì ê ïåðâîé îðìóëå (3.7). Âû÷èñëÿÿ ãàóññîâñêèé èíòåãðàë, ïîëó÷àåì âòîðóþ
îðìóëó.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ëåìì.
Ëåììà 3.8. Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà r⊥(A) ⊂ rˇ(A) è LCk ⊂ rˇ(A).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ∈ r⊥(A). Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (3.2) è (3.3) âûïîëíåíû,
è Y ∈ rˇ(A). Ïåðâîå ñâîéñòâî ïðîâåðåíî. Âòîðîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç óñòàíîâëåííîãî
ðàíåå ñîîòíîøåíèÿ (2.11).
Ëåììà 3.9. Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:
Y1, Y2 ∈ rˇ(A) ⇒ < Y1, Y2 >= 0,
Y ∈ rˇ(A), Y ∈ rˇ∗(A) ⇒ 1
i
< Y, Y ∗ >= 0,
Y ∈ rˇ(A), Y /∈ rˇ∗(A) ⇒ 1
i
< Y, Y ∗ >> 0.
(3.17)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y1, Y2 ∈ rˇ(A). Òîãäà
Ω(Y1)Ω(Y2)f ∼ 0, Ω(Y2)Ω(Y1)f ∼ 0.
Îòñþäà
[Ω(Y1),Ω(Y2)]f ∼ 0,
÷òî îçíà÷àåò < Y1, Y2 >= 0, ïîñêîëüêó f ∼ 0. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
Ïðè Y ∈ rˇ(A) è Y ∗ ∈ rˇ(A) (òàê êàê Y ∈ rˇ∗(A)) îòñþäà ïîëó÷àåì < Y, Y ∗ >= 0.
Ïóñòü, íàêîíåö, Y ∈ rˇ(A), íî Y ∗ /∈ rˇ(A). Òîãäà Ω(Y ∗)f 6∼ 0, ÷òî îçíà÷àåò
((Ω(Y ∗)f,Ω(Y ∗)f)) > 0,
èëè
((f,Ω(Y )Ω(Y ∗)f)) > 0.
Îòñþäà
((f, [Ω(Y )Ω(Y ∗)]f)) > 0,
÷òî îçíà÷àåò
1
i
< Y, Y ∗ >> 0. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 3.10. 1. Ïåðåñå÷åíèå r⊥(A) ∩ LCk ñîñòîèò èç îäíîãî íóëÿ.
2. Ïðîñòðàíñòâî rˇ(A) íå áîëåå ÷åì n-ìåðíî.
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3. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó
rˇ(A) = r⊥ + LCk .
4. Ïåðåñå÷åíèå rˇ(A) ∩ rˇ∗(A) ñîâïàäàåò ñ LCk .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ∈ Lk. Òîãäà ïî ëåììå 3.8 èìååì Y ∈ rˇ(A) è Y ∗ ∈
rˇ(A). Ñëåäîâàòåëüíî, < Y, Y ∗ >= 0 ïî ëåììå 3.9. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè Y ∈ r⊥(A)
ðàâåíñòâî < Y, Y ∗ >= 0 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè Y = 0. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå
ëåììû äîêàçàíî. Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî r⊥(A) + LCk ⊂ rˇ(A) ÿâëÿåòñÿ
n-ìåðíûì. Ââåäåì íà íåì áàçèñ Z(1), ...,Z(n). Ïî ëåììå 3.9 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ
Y ∈ rˇ(A) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
< Z(γ), Y >= 0, γ = 1, n. (3.18)
Íî n óðàâíåíèé (3.18) çàäàþò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 2n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
MC. Ïîýòîìó dimrˇ(A) ≤ n. Ïîñêîëüêó n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî r⊥(A) +LCk ⊂ rˇ(A)
óæå ïîñòðîåíî, îíî ñîâïàäàåò ñ rˇ(A). Âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèå äîêàçàíû.
Äîêàæåì ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå. Âêëþ÷åíèå LCk ⊂ rˇ(A)∩ rˇ∗(A) âûòåêàåò èç ëåì-
ìû 3.8. Ïðîâåðèì îáðàòíîå. Ïóñòü Y ∈ rˇ(A) è Y ∈ rˇ∗(A). Òîãäà ïî ëåììå 3.9
< Y, Y ∗ >= 0.
Çàïèøåì Y = X + Y⊥, ãäå X ∈ LCk , Y⊥ ∈ r⊥(A). Òîãäà
< Y, Y ∗ >=< Y⊥, Y ∗⊥ > .
Ñëåäîâàòåëüíî, < Y⊥, Y ∗⊥ >= 0, ÷òî îçíà÷àåò Y⊥ = 0, èëè Y ∈ LCk . Ëåììà ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà.
Èç ëåìì 3.8  3.10 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.1.
Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.2 òàêæå ðàçîáüåì íà íåñêîëü-
êî ëåìì.
Ëåììà 3.11. Ïóñòü n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî rˇ ⊂ MC óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâàì (3.8). Òîãäà:
1. Ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî rˇ + rˇ∗ ⊂ LCk .
2. Ïåðåñå÷åíèå rˇ ∩ rˇ∗ ñîâïàäàåò ñ LCk .
3. Ïðîñòðàíñòâî rˇ + rˇ∗ íå ìåíåå ÷åì 2n− k-ìåðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó LCk ⊂ rˇ ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó (3.8), èç òðåòüåãî ñâîé-
ñòâà (3.8) ïîëó÷àåì, ÷òî rˇ ⊂ (LC‖ )<⊥>. Àíàëîãè÷íî, rˇ∗ ⊂ (LC‖ )<⊥>. Îòñþäà ïîëó÷àåì
ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî LCk ⊂ rˇ, LCk ⊂ rˇ∗, ïîýòîìó
LCk ⊂ rˇ∩ rˇ∗. Ïðîâåðèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïðè Y ∈ rˇ è Y ∗ ∈ rˇ èìååì < Y, Y ∗ >= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âòîðîìó ñâîéñòâó (3.8) Y ∈ LCk . Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Äëÿ ïðîâåðêè òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì áàçèñ X (1), ...,X (k) íà Lk. Äîïîëíèì
åãî äî áàçèñîâ (X (1), ...,X (k),Y (1), ...,Y (n−k)) íà rˇ è (X (1), ...,X (k),Y (1)∗, ...,Y (n−k)∗) íà rˇ∗.
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû X (1), ...,X (k),Y (1), ...,Y (n−k),Y (1)∗, ...,Y (n−k)∗, ïðèíàäëåæàùèå
rˇ + rˇ∗, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ
Y− =
∑
a
αaX (a) +
∑
γ
βγY (γ) ∈ rˇ, Y+ =
∑
γ
β ′γY (γ)∗
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âûïîëíÿëîñü ñâîéñòâî Y− + Y+ = 0. Îòñþäà Y+ ∈ LCk , ÷òî îçíà÷àåò Y+ = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Y− = 0. Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû 2n−k âåêòîðîâ âûòåêàåò òðåòüå
óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ïîñêîëüêó rˇ+ rˇ∗ ⊂ (LCk )<⊥>  íå ìåíåå ÷åì 2n−k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 2n−k-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, èç ëåììû 3.11 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. LCk = rˇ + rˇ∗.
Òàêèì îáðàçîì, ïóíêò 1à òåîðåìû 3.2 äîêàçàí.
Ëåììà 3.12. Ïóñòü n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî rˇ ⊂ MC óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâàì (3.8). Òîãäà rˇ = rˇ(A) äëÿ íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé óíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èñêîìóþ ãàóññîâñêóþ óíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü Gk  êàëèáðîâî÷íàÿ ïëîñêîñòü äëÿ Lk. Òîãäà ïî ëåììå 2.8 ëþáîé ýëåìåíò
Z ∈ rˇ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
Z = X + Y + Z⊥,
ãäå X ∈ LCk , Y ∈ GCk , Z⊥ <⊥> LCk è Z⊥ <⊥> GCk . Ïðè ýòîì < X ′, Z >= 0 äëÿ âñåõ
X ′ ∈ LCk ; îòñþäà < X ′, Y >= 0 è Y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
Z = X + Z⊥.
Òåì ñàìûì H-ðîñòîê rˇ ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
rˇ = LCk + rˇ⊥,
ïðè÷åì rˇ⊥ êîñîîðòîãîíàëüíî GCk , à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 1i < Z,Z∗ > íà rˇ⊥ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíî. Ââåäåì íà Lk áàçèñ X (1), ...,X (k), íà rˇ⊥  îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ Z(1), ...,Z(n−k), íà Gk  áàçèñ Y (1), ...,Y (k), óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó (2.16).
Òîãäà
< X (a),X (b) >= 0, < Y (a),Y (b) >= 0,
< X (a),Y (b) >= δab, < X (a),Z(ρ) >= 0,
< Y (a),Z(ρ) >= 0, 1
i
< Z(ρ),Z(σ)∗ >= δρσ.
Ïîñòðîèì n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî r, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû Z(1), ...,Z(n−k) è
W(1), ...,W(k) âèäà W(a) = 1√
2
(X (a) − iY (a)). Òîãäà
1
i
<W(a),W(b)∗ >= δab, <W(a),Z(ρ)∗ >= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.2 è äëÿ íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé
óíêöèè (3.1) ÿâëÿåòñÿ S-ðîñòêîì
r = r(A).
ïðè ýòîì r⊥(A) = rˇ; ñëåäîâàòåëüíî, rˇ = rˇ(A). Ëåììà 3.12 äîêàçàíà.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2 äîêàçàíî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ â
ïóíêòå 3.3.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.6.
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Äëÿ ïðîâåðêè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ Cˇ ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Èìåííî, ïóñòü âåêòîð Y =
(
P
0
)
ïðèíàäëåæèò rˇ(A). Òîãäà < Y, Y ∗ >= 0, è ïî
òåîðåìå 3.1 Y ∈ LCk , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû 3.6.
Äëÿ ïðîâåðêè îðìóëû (3.9) óäîáíî çàïèñàòü îðìóëó (2.13) â êîîðäèíàòíîì
âèäå. Ïóñòü X (1), ...,X (k)  áàçèñ íà Lk, α1, ..., αk  êîîðäèíàòû íà Lk âèäà
X =
∑
a
αaX (a), X ∈ Lk, (3.19)
à
dµ(X) = Jdα1...dαk.
Òîãäà
F = J
∫
dα1...dαke
i
P
a αaΩ(X (a))f. (3.20)
Ïðè X (a) = (P(a),Q(a)) è f(ξ) ãàóññîâñêîãî âèäà (3.1) âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé (2.3):
(ei
P
a αaΩ(X (a))f)(ξ) = ei
P
ai αaP(a)i ξi− i2
P
abi αaαbP(a)i Q
(b)
i f(ξ −∑a αaQ(a)) =
ei
P
ai αaP(a)i ξi− i2
P
abi αaαbP(a)i Q
(b)
i ce
i
2
P
ij(ξi−
P
a αaQ
(a)
i )(ξj−
P
b αbQ
(b)
j )
Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ãàóññîâñêîãî èíòåãðàëà (3.20) äàåò
F (ξ) =
Jc(2pi)k/2√
detM
e
i
2
P
ij ξiAˇijξj , (3.21)
ãäå
Aˇij = Aij +
∑
ab
(P(a) − AQ(a))iM−1ab (P(b) −AQ(b))j,
Mab = i
∑
j
P(a)j Q(b)j − i
∑
ij
Q(a)i AijQ(b)j .
Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ F äåéñòâèòåëüíî èìååò âèä (3.9).
Óêàçàííûå âû÷èñëåíèÿ êîððåêòíû, åñëè òîëüêî ìàòðèöà Mab îáðàòèìà. Äîêà-
æåì ýòî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà α1, .., αk ñïðàâåäëèâî
ñâîéñòâî
∑
bMabαb = 0. Òîãäà âåêòîð( ∑
bAQ(b)αb∑
bQ(b)αb
)
,
ïðèíàäëåæàùèé r(A), êîñîîðòîãîíàëåí LCk , Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð (3.f3) ïðèíàäëå-
æèò r⊥(A), à çíà÷èò, è rˇ(A). Äàëåå, âåêòîð( ∑
b P(b)αb∑
bQ(b)αb
)
òàêæå ïðèíàäëåæèò LCk , à çíà÷èò, è rˇ(A). Îòñþäà( ∑
b(P(b) − AQ(b))αb
0
)
∈ rˇ(A)
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Íî ïî äîêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Cˇ òàêîå íåâîçìîæíî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìàòðèöà M îáðàòèìà.
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî Aˇ = BˇCˇ−1. Ïóñòü Y =
(
P
Q
)
∈ rˇ(A). Òîãäà Ω(Y )f ∼ 0, è äëÿ
ëþáîãî g ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
((g, eiΩ(Y )f)) = ((g, f)),
èëè ââèäó óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà eiΩ(Y )
((e−iΩ(Y )g, f)) = ((g, f)). (3.22)
Ñâîéñòâî (3.22) îçíà÷àåò, ÷òî∫
dξ[e−iΩ(P,Q)g]∗(ξ)F (ξ) =
∫
dξg∗(ξ)F (ξ), (P,Q) ∈ rˇ(A). (3.23)
Ïî îðìóëå (2.3) ñâîéñòâî (3.23) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó∫
dξei
P
j [Pjξj+
1
2
PjQj ]g∗(ξ +Q)F (ξ) =
∫
dξg∗(ξ)F (ξ).
Çàìåíîé ξ +Q⇒ ξ îòñþäà ïîëó÷èì:∫
dξg∗(ξ)ei
P
j [Pjξj− 12PjQj ]F (ξ −Q) =
∫
dξg∗(ξ)F (ξ),
èëè
ei
P
j [Pjξj− 12PjQj ]F (ξ −Q) = F (ξ). (3.24)
Äëÿ ãàóññîâñêîé óíêöèè F (3.9) ðàâåíñòâî (3.24) âûïîëíåíî, åñëè òîëüêî
AˇQ = P, (P,Q) ∈ rˇ(A). (3.25)
Òàê êàê P = Bˇα, Q = Cˇα, ñâîéñòâî (3.25) îçíà÷àåò, ÷òî Aˇ = BˇCˇ−1.
Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïðåäýêñïîíåíòó â îðìóëå (3.21) ìîæíî
çàïèñàòü êàê
cˇ = Jc
∫
dα1...dαke
− 1
2
P
ab αaMabαb . (3.26)
Çàïèøåì èíòåãðàë (3.26) â áåñêîîðäèíàòíîì âèäå. Âíîâü ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ α
ê ïåðåìåííûì X ∈ Lk (3.19). Çàìåòèì, ÷òî∑
ab αaMabαb =
∑
ab iαa[
∑
j P(a)j Q(b)j −
∑
ij Q(a)i AijQ(b)j ]αb
= i < X,C−1CˇX > .
Îòñþäà ïîëó÷àåì ïåðâóþ èç îðìóë (3.11).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé îðìóëû çàìåòèì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,
((f, f)) = (f, F ) =
∫
dξc∗e
i
2
P
ij ξi(Aˇ−A∗)ijξj = c∗cˇ
(2pi)n/2√
det( Aˇ−A
∗
i
)
,
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à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâà îðìóëà (3.7). Ñðàâíèâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî äîëæíî áûòü
cˇ = (2pi)k/2c
∆(C)
∆(P−)
√
det(
Aˇ− A∗
i
). (3.27)
Óïðîñòèì âûðàæåíèå (3.27). Ââåäåì íà r⊥(A) îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
Z(k+1), ...,Z(n), íà r−(A)  îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ W(1), ...,W(k), íà Lk  áàçèñ
X (1), ...,X (k). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
W(a) =
(
Bia
Cia
)
, Z(α) =
(
Biα
Ciα
)
=
(
Bˇiα
Cˇiα
)
, X (a) =
(
Bˇia = P(a)i
Cˇia = Q(a)i
)
,
ãäå Bis, Cis, Bˇis, Cˇis  ìàòðèöû, îòâå÷àþùèå îïåðàòîðàì B,C : r(A) → Cn, Bˇ, Cˇ :
rˇ(A)→ Cn.
Ïîñêîëüêó A = BC−1, Aˇ = BˇCˇ−1, èìååì:
1
i
(Aˇ− A∗) = 1
i
(BˇCˇ−1 − (C+)−1B+) = (C+)−11
i
(C+Bˇ −B+Cˇ)C−1.
Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç P− ìàòðèöó
P− = 1
i
(C+Bˇ − B+Cˇ), (3.28)
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆(C) = |detC|, èç (3.27) ïîëó÷àåì:
cˇ = (2pi)k/2
c
∆(P−)
√
det(Cˇ−1CP−). (3.29)
Èññëåäóåì ìàòðèöó P− (3.28) ðàçìåðà n× n. Èìååì:
(P−)ab = 1i < X (b),W(a)∗ >, (P−)aν = 1i < Z(ν),W(a)∗ >= 0,
(P−)µb = 1i < X (b),Z(µ)∗ >= 0, (P−)µν = 1i < Z(ν),Z(µ)∗ >= δµν ,
çäåñü µ, ν = k + 1, n, a, b = 1, k.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà P− èìååò îáû÷íûé âèä
P− =
(
P− 0
0 1
)
.
Ïðè ýòîì P−  ìàòðèöà ðàçìåðîì k × k, îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó P− : Lk → r−(A),
òàê êàê
P−(
∑
b
αbX (b)) =
∑
ab
(P−)abαbW(a).
×òî êàñàåòñÿ îïåðàòîðà CˇC : r(A) → rˇ(A), òî îí ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâå r⊥(A); ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìàòðèöà èìååò áëî÷íûé âèä
Cˇ−1C =
(
S 0
S ′ 1
)
,
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òàê ÷òî
Cˇ−1CP− =
(
SP− 0
S ′P− 1
)
,
è det(Cˇ−1CP−) = det(SP−). Ìàòðèöà SP− ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó ΠCˇ−1CP−. Ëåììà
äîêàçàíà.
3.3 Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû êâàçèãàóññîâ-
ñêèõ óíêöèé è åãî ñëåäñòâèé
Äîêàæåì òåîðåìó 3.3 è âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ëåìì.
Ëåììà 3.13. Ïóñòü Z ∈MC. Òîãäà óíêöèÿ âèäà eiΩ(Z)f ýêâèâàëåíòíà ceiΩ(Y )f ,
ãäå c  ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, Y ∈ L<⊥>k .
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà Z ∈ r∗−(A). Â ýòîì ñëó÷àå
Z∗− ∈ r−(A), è ïî ëåììå 3.3 äëÿ íåêîòîðûõ X ∈ LCk è X∗− ∈ r−(A) ñïðàâåäëèâî
ñâîéñòâî
X = Z∗ +X∗−.
Òåì ñàìûì
Ω(Z) = Ω(X∗ −X−).
Ïî ëåììå 2.1
eiΩ(Z)f = eiΩ(X
∗)e−iΩ(X−)e
i
2
<X∗,X−>f.
Ïîñêîëüêó e−iΩ(X−)f = f ïðè X− ∈ r−(A), à eiΩ(X∗)f ∼ f ïðè X∗ ∈ LCk , èìååì:
eiΩ(Z)f ∼ c1f ïðè c1 = e i2<X∗,X−>.
Ïóñòü òåïåðü Z ∈ r∗(A). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
Z = Z− + Z⊥, Z− ∈ r∗−(A), Z⊥ ∈ r∗⊥(A).
Ñëåäîâàòåëüíî,
eiΩ(Z)f = eiΩ(Z−)eiΩ(Z⊥)f ∼ c1eiΩ(Z+)f. (3.30)
àññìîòðèì óíêöèþ
eiΩ(Z⊥+Z
∗
⊥f = eiΩ(Z⊥)eiΩ(Z
∗
⊥
)e−
i
2
<Z⊥,Z
∗
⊥
>f.
Ïîñêîëüêó eiΩ(Z
∗
⊥
)f = f , îíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ (3.30). Òåì ñàìûì
äëÿ íåêîòîðîé c2 è Y = Z⊥ + Z∗⊥
eiΩ(Z)f ∼ c2eiΩ(Y )f, Y ∈ L<⊥>k . (3.31)
àññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Z ∈ MC ìîæíî çàïèñàòü
ðàçëîæåíèå
Z = Z+ + Z−, Z+ ∈ r∗(A), Z− ∈ r(A),
è
eiΩ(Z)f = eiΩ(Z++Z−)f = eiΩ(Z+)eiΩ(Z−)e−
i
2
<Z+,Z−>f
= eiΩ(Z+)e−
i
2
<Z+,Z−>f.
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Ôóíêöèÿ eiΩ(Z+)f , êàê óñòàíîâëåíî âûøå, èìååò âèä (3.31). Óòâåðæäåíèå ëåììû ïîë-
íîñòüþ äîêàçàíî.
Ëåììà 3.14. Ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ H
[eiΩ(P,Q)f ]
îáðàçóåò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â H.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì èíòåãðàë âèäà∫
dPχ(P )eiΩ(P,0)f =
∫
dPχ(P )ei
P
j Pjξjf, (3.32)
ãäå χ ∈ S(Rn). Ïîêàæåì, ÷òî îí ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ êî-
íå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè óíêöèé eiΩ(Ps,0)f . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
äîñòàòî÷íî áîëüøîé øàð îáúåìà V , èíòåãðàë ïî êîòîðîìó îòëè÷àåòñÿ îò èíòåãðà-
ëà ïî âñåìó n-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó (3.32) íà âåëè÷èíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ε/2 ïî
íîðìå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P âûáåðåì øàðîîáðàçíóþ îêðåñòíîñòü OP îáúåìà V (OP ),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâó: ïðè âñåõ P ′ ∈ OP ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
||χ(P )eiΩ(P,0)f − χ(P ′)eiΩ(P ′,0)f || < ε
2V
.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îêðåñòíîñòè âûòåêàåò èç ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè óíêöèè
χ(P )eiΩ(P,0)f . Èç ýòîãî ïîêðûòèÿ øàðà îáúåìà V âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå,
ñîñòîÿùåå èç îêðåñòíîñòåé OPj . àññìîòðèì ñóììó∑
j
V (OPj)χ(Pj)e
iΩ(Pj ,0)f ; (3.33)
åå îòëè÷èå îò èíòåãðàëà (3.32) ïî îáúåìó V ðàâíî
∑
j
∫
OPj
dP [χ(Pj)e
iΩ(Pj ,0)f − χ(P )eiΩ(P,0)f ]
è íå ïðåâîñõîäèò ε/2 ïî íîðìå. Òåì ñàìûì ñóììà (3.33) ìîæåò àïïðîêñèìèðîâàòü
èíòåãðàë (3.32) ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïî íîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèþ χ˜(ξ)f(ξ),
ãäå χ ∈ S(Rn), â ÷àñòíîñòè, ëþáóþ óíêöèþ ϕ ∈ D(Rn), ìîæíî ïðèáëèçèòü ïî
íîðìå H ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (3.33). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D(Rn) ïëîòíî â S(Rn),
à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.5) íåïðåðûâíî ñîãëàñíî ëåììå 2.2 ïî ñâîèì àðãóìåíòàì
â òîïîëîãèè S(Rn), ëþáîé ýëåìåíò S(Rn,Lk) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü óíêöèÿìè
(3.33). Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Èç ëåìì 3.13 è 3.14 âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3.
Ëåììà 3.15. Ëþáîé ýëåìåíò H âèäà eiΩ(Y )f , Y ∈ L<⊥>k , ìîæåò áûòü ñ ëþáîé
òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìîðîâàí ýëåìåíòàìè H âèäà
[Ω(Y+)]
mf, Y+ ∈ rˇ∗(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 3.2 äëÿ ëþáîãî Y ∈ L<⊥>k
îïðåäåëåíû Y− ∈ rˇ(A) è Y+ ∈ rˇ∗(A), òàêèå, ÷òî Y = Y− + Y+, Y− = Y ∗+. Èìååì:
eiΩ(Y )f = eiΩ(Y+)eiΩ(Y−)e−
i
2
<Y+,Y−>f = ceiΩ(Y+)f,
ãäå c = e−
i
2
<Y+,Y−>
. Ïðè ýòîì ðÿä äëÿ ýêñïîíåíòû
eiΩ(Y+)f =
∞∑
n=0
in
n!
(Ω(Y+))
nf
ñõîäèòñÿ ïî íîðìå, ïîñêîëüêó êâàäðàò íîðìû n-ãî ñëàãàåìîãî ðàâåí
1
n!
(
1
i
< Y ∗+, Y+ >)
n||f ||2.
Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû è âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3.
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.2. Ïóñòü äâå ãàóññîâñêèå
óíêöèè f1 è f2 ýêâèâàëåíòíû: f1 ∼ f2. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ω(Y ) ïðè f ∈ L<⊥>k ïå-
ðåâîäèò ýêâèâàëåíòíûå óíêöèè â ýêâèâàëåíòíûå, ñâîéñòâà Ω(Y )f1 ∼ 0 è Ω(Y )f2 ∼ 0
ðàâíîñèëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, rˇ(A1) = rˇ(A2).
Ïóñòü, îáðàòíî, rˇ(A1) = rˇ(A2) = rˇ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâà Ω(Y )f1 ∼ 0 è
Ω(Y )f2 ∼ 0 ðàâíîñèëüíû ïðè Y ∈ L<⊥>k . àññìîòðèì óíêöèþ
f˜1 = f1 − f2 ((f2, f1))
((f2, f2))
.
Î÷åâèäíî, ((f˜1, f2)) = 0; êðîìå òîãî,
((f˜1,Ω(Y
∗
1 )...Ω(Y
∗
k )f2)) = ((Ω(Y1)f˜1,Ω(Y
∗
2 )...Ω(Y
∗
k )f2)) = ... = 0,
Y1, ..., Yk ∈ rˇ.
Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ f˜1 îðòîãîíàëüíà âñåì óíêöèÿì Ω(Y
∗
1 )...Ω(Y
∗
k )f2 è ðàâíà
íóëþ â ñèëó ïîëíîòû ýòîé ñèñòåìû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2 ïîëíîñòüþ
äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.7. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Z ∈ r⊥(A), ïîñêîëüêó ω(Z)g = 0 ïðè Z ∈ LCk . Ââåäåì íà r⊥(A) îðòîíîðìèðîâàí-
íûé îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
1
i
< Z,Z∗ > áàçèñ Y (1), ...,Y (n−k), îäíèì
èç ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåêòîð Y (1), ïðîïîðöèîíàëüíûé Z. Ââåäåì ðîñòêîâûå
îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ
A+α = Ω(Y (α)∗, A−α = Ω(Y (α),
óäîâëåòâîðÿþùèå êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì
[A±α , A
±
β ] = 0, [A
−
α , A
+
β ] = δαβ (3.34)
ââèäó îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà. Óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî
||A−1 g|| ≤
√
s||g||, ||A+1 g|| ≤
√
s+ 1||g|| (3.35)
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ïðè
g =
s∑
p=0
∑
α1...αp
g(p)α1...αpA
+
α1
...A+αp [f ], A
−
β [f ] = 0.
Ïîñêîëüêó
||A−1 g||2 = ((g, A+1 A−1 g)) ≤ s((g, g)) = s||g||2;
||A+1 g||2 = ||g||2 + ||A−1 g||2 ≤ (s+ 1)||g||2.
Ñâîéñòâî (3.35) ïðîâåðåíî, ëåììà 3.7 äîêàçàíà.
4 Êâàäðàòè÷íûå ãàìèëüòîíèàíû
4.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ
Ýâîëþöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé e−iHt óíèòàð-
íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. åíåðàòîð ãðóïïû H
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì àìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàíîì).
Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðà H , êâàä-
ðàòè÷íîãî ïî îïåðàòîðàì ξi è
∂
∂ξi
. Âûáèðàÿ âM áàçèñ Z(1), ..., Z(2n), ìîæíî çàïèñàòü
êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîð H êàê
H =
1
2
2n∑
ij=1
ΓijΩ(Z
(i))Ω(Z(j)) + ε, (4.1)
ãäå Γij  ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ε  îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Âûðàæåíèå (4.1) ìîæíî çàïèñàòü è â áîëåå àáñòðàêòíîì âèäå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ω2 îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ýëåìåíòó
Γ =
1
2
2n∑
ij=1
ΓijZ
(i) ⊗ Z(j) ∈ SymM⊗M
îïåðàòîð
Ω2(Γ) =
1
2
2n∑
ij=1
ΓijΩ(Z
(i))Ω(Z(j)).
Òåì ñàìûì
H = Ω2(Γ) + ε, Γ ∈ SymM⊗M. (4.2)
Âûðàæåíèå (4.2) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â S(Rn). ×òîáû îíî îïðåäåëÿëî
îïåðàòîð â H, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíî ñîõðàíÿëî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ëåììà 4.1. 1. Ñâîéñòâî
f1 ∼ f2 ⇒ Hf1 ∼ Hf2
ñïðàâåäëèâî äëÿ îïåðàòîðà (4.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Γ ∈ SymL<⊥>k ⊗ L<⊥>k + SymLk ⊗M.
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2. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà âèäà (4.2) ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå Γ′ ∈ SymL<⊥>k ⊗L<⊥>k
è ε′, ÷òî ïðè âñåõ f ∈ S(Rn,Lk)
Hf ∼ [Ω2(Γ′) + ε′]f.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ïóíêòå 4.2.
Êàê âûòåêàåò èç ëåììû 4.1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå îïåðàòîðû (4.2),
äëÿ êîòîðûõ Γ ∈ SymL<⊥>k ⊗ L<⊥>k . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð (4.2) íà ìíî-
æåñòâå êâàçèãàóññîâñêèõ âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ
âèäà
Ω(Y ∗1 )...Ω(Y
∗
s )[f ]
äëÿ íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé óíêöèè f
f(ξ) = c exp[
i
2
∑
ij
ξiAijξj], ImA > 0. (4.3)
Ëåììà 4.2. 1. Îïåðàòîð (4.2), ðàññìàòðèâàåìûé íà ìíîæåñòâå êâàçèãàóññîâ-
ñêèõ âåêòîðîâ, ñèììåòðè÷åí.
2. Êâàçèãàóññîâñêèå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè äëÿ îïåðàòîðà (4.2).
Êàê âûòåêàåò èç ëåììû 4.2, çàìûêàíèå îïåðàòîðà H çàäàåò ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð â H.
Äëÿ äàëüíåéøåãî ââåäåì íà L<⊥>k îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Èìåííî, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî äâà âåêòîðà Y ′, Y ′′ ∈ L<⊥>k ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, Y ′ ∼ Y ′′, åñëè
Y ′ − Y ′′ ∈ Lk. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå àêòîðïðîñòðàíñòâî êàê
R = L<⊥>k /Lk.
Î÷åâèäíî, ÷òî êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå < ·, · > äîïóñêàåò ñóæåíèå íà àêòîð-
ïðîñòðàíñòâî.
Ïîñêîëüêó ïðè Y ∈ Lk ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî [Ω(Y )f ] = 0 ïðè âñåõ f , êàæäîìó
Y ∈ R îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ω(Y ) ≡ Ω(Y ), ãäå Y  ëþáîé èç ïðåäñòà-
âèòåëåé êëàññà Y . Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíòó Γ ∈ SymR⊗R îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ
îïåðàòîð Ω2(Γ) ≡ Ω2(Γ), ãäå Γ ∈ SymL<⊥>k ⊗L<⊥>k  ëþáîé èç ïðåäñòàâèòåëåé êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè Γ.
Ïðè Γ = 1
2
∑
ij ΓijZ
(i) ⊗ Z(j) ∈ SymR⊗R, Γij = Γji, Y ∈ R ââåäåì êîñîñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå < Y ,Γ >∈ R ñëåäóþùèì îáðàçîì:
< Y ,
1
2
∑
ij
ΓijZ
(i) ⊗ Z(j) >≡
∑
ij
Γij < Y ,Z
(i)
> Z
(j)
.
Èññëåäóåì òåïåðü ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ
i
df(t)
dt
∼ [Ω2(Γ) + ε]f(t), (4.4)
ãäå f(t) ∈ H, Γ ∈ SymR⊗R.
38
Îêàçûâàåòñÿ, è äëÿ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî, àíàëîã êîòîðîãî
èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ðàçâèòèè òåîðèè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà äëÿ ñèñòåì áåç
ñâÿçåé.
Ëåììà 4.3. Îïåðàòîð Ω(Y (t)), Y (t) ∈ R êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì i d
dt
−
Ω2(Γ)− ε íà S(Rn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
dY (t)
dt
=< Y (t),Γ > . (4.5)
Óðàâíåíèå (4.5) íà 2n−2k-ìåðíûé âåêòîð Y (t) ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü êàê ñè-
ñòåìó 2n−2k óðàâíåíèé. Ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Ëåììà 4.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè (4.5) îïåðàòîð Ω(Y (t)) ïåðåâîäèò ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (4.4) â ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ëåììà 4.3 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4) èç èçâåñòíûõ ðåøåíèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ut ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð äëÿ óðàâíåíèÿ (4.5), ïåðåâîäÿùèé
íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.5) â ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåãî â ìîìåíò
âðåìåíè t:
ut : Y (0) 7→ Y (t).
Âàæíûì ïðèìåðîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêàÿ óíêöèÿ
f(t, ξ) = c(t)e
i
2
P
ij ξiAij(t)ξj . (4.6)
Åé ñîîòâåòñòâóåò óíêöèÿ F = ηf âèäà
F (t, ξ) = cˇ(t)e
i
2
P
ij ξiAˇij(t)ξj . (4.7)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(A(t)) è rˇ(A(t)) ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíûé S-ðîñòîê Ìàñëîâà
è êîìïëåêñíûé H-ðîñòîê Ìàñëîâà, îòâå÷àþùèå óíêöèè (4.6) â ìîìåíò t. ×åðåç
C(t) : r(A(t)) → Cn è Cˇ(t) : rˇ(A(t)) → Cn îáîçíà÷èì îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ
ðîñòêîâ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, ÷åðåç P−(t) : rˇ(A(t))→ r(A(t))  îïåðàòîð âèäà
(3.10).
Ëåììà 4.4. àóññîâñêàÿ óíêöèÿ (4.6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.4) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
(à) rˇ(A(t)) = utrˇ(A(0));
(á)
c(t) = c(0)
∆(P−(t))
∆(P−(0))
1√
det[C(t)P−(t)utP−1− (0)C(0)]
. (4.8)
Ïðè ýòîì
cˇ(t) =
cˇ(0)√
det(Cˇ(t)utCˇ−1(0))
. (4.9)
Èç ëåìì 4.3 è 4.4 âûòåêàåò ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(t, ξ)  ãàóññîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4). Òîãäà óíêöèÿ
âèäà
Ω(utY 1)...Ω(utY s)f(t, ξ) (4.10)
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.4).
Îáîáùèì òåïåðü ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé, êîãäà êàê ïðîñòðàíñòâî Lk
(à çíà÷èò, è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H = Ht), òàê è êîýèöèåíòû Γij â îïåðàòîðå
H (4.1) çàâèñÿò îò âðåìåíè t. àññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà
i
∂f(t, ξ)
∂t
= [Ω2(Γ(t)) + ε(t)]f(t, ξ); (4.11)
çäåñü f(t, ·) ∈ S(Rn), ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè è óðàâíåíèå (4.11) ïîíèìàþòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå S(Rn).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ut îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ
dY (t)
dt
=< Y (t),Γ(t) >, Y (t) ∈M (4.12)
â ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: ut : Y (0) 7→ Y (t). Êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîíèìàåòñÿ
â ñìûñëå
< Y,
∑
ij
1
2
ΓijZ
(i) ⊗ Z(j) >≡
∑
ij
Γij < Y,Z
(i) > Z(j).
Òåîðåìà 4.1. 1. àóññîâñêàÿ óíêöèÿ (4.6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.11)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
(à) r(A(t)) = utr(A(0));
(á) c(t) = c(0) e
−i
R t
0 dt
′ε(t′)√
det(C(t)utC−1(0))
.
2. Ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) ÿâëÿåòñÿ êâàçèãàóññîâñêîé
óíêöèåé. Òîãäà óðàâíåíèå (4.11) èìååò ðåøåíèå â êëàññå êâàçèãàóññîâñêèõ óíê-
öèé.
3. Ïðåîáðàçîâàíèå ýâîëþöèè, ïåðåâîäÿùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11)
â ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ìîìåíò t, ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè è ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Lk(t) = utLk(0). (4.13)
Imε =
1
2
d
dt
ln∆(u0t ), (4.14)
ãäå u0t : Lk(0)→ Lk(t)  ñóæåíèå ut íà Lk(0).
4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4.13) ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà
rˇ(A(t)) = utrˇ(A(0)), cˇ(t) =
cˇ(0)e−i
R t
0 Reε(t
′)dt′
√
∆(u0t )√
det[Cˇ(t)utCˇ−1(0)]
.
Êàê âûòåêàåò èç ïóíêòà 2, ïðè óñëîâèè (4.13) íà ìíîæåñòâå êâàçèãàóññîâñêèõ
óíêöèé îïðåäåëåí èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ
óðàâíåíèÿ (4.11) â ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ââèäó ïîëíîòû ñèñòåìû êâàçèãàóññîâ-
ñêèõ óíêöèé îí îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ut0 : H0 →
Ht. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûé ìîìåíò ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, îïðåäåëå-
íû èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû ýâîëþöèè Ut2t1 : Ht1 → Ht2 , óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîé-
ñòâó Ut3t2Ut2t1 = Ut3t1 . Ïîñêîëüêó Ut0t0 = 1, îïåðàòîðû Ut2t1 îáðàòèìû è óíèòàðíû.
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4.2 Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü â ïåðâîì óòâåðæäåíèè. Ïóñòü f ∼ 0 è Γ ∈ SymL<⊥>k ⊗
L<⊥>k +SymLk⊗M. Ïîêàæåì, ÷òî Hf ∼ 0. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû Ω(Z), Z ∈ L<⊥>k
ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (ëåììà 2.5): Ω(X)Ω(Y )f ∼ 0 ïðè Y ∈ Lk è
ëþáîì f (îðìóëà (2.11)), Ω(Y )Ω(X)f = Ω(X)Ω(Y )f − i < Y,X > f ∼ 0. Îòñþäà
Hf ∼ 0.
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëåììû 2.8:
M = Lk + Gk + (Lk + Gk)<⊥>
è ââåäåì áàçèñû (X (1), ...,X (k)) íà Lk è (Y (1), ...,Y (k)) íà Gk, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîé-
ñòâó
< X (a),Y (b) >= δab, (4.15)
è áàçèñ (Z(1), ...,Z(2n−2k)) íà (Lk + Gk)<⊥>. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:
H = 1
2
∑
ab Γ
(1)
ab Ω(X (a))Ω(X (b)) + 12
∑
αβ Γ
(2)
αβΩ(Y (α))Ω(Y (β))
+1
2
∑
ij Γ
(3)
ij Ω(Z(i))Ω(Z(j)) + 12
∑
aα Γ
(4)
aα (Ω(X (a))Ω(Y (α)) + Ω(Y (α))Ω(X (a)))
+
∑
ia Γ
(5)
ia Ω(X (a))Ω(Z(i)) +
∑
iα Γ
(6)
iα Ω(Y (α))Ω(Z(i)) + ε.
(4.16)
Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñâîéñòâà
[Ω(X (a)); Ω(Z(i))] = 0, [Ω(Y (a)); Ω(Z(i))] = 0.
àññìîòðèì óíêöèþ f ∼ 0 âèäà
f = Ω(X (c)g ∼ 0.
Òîãäà ââèäó (4.15)
[Ω(X (a)); Ω(Y (b)] = −iδab (4.17)
è
Hf ∼
∑
β
Γ
(2)
cβ (−i)Ω(Y (β))g +
∑
i
Γ
(6)
ic Ω(Z(i))(−i)g.
Ââèäó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3.1 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî∑
β
Γ
(2)
cβ Y (β) +
∑
c
Γ
(6)
ic Z(i) ∈ Lk,
èëè
Γ
(2)
cβ = 0, Γ
(6)
ic = 0. (4.18)
Ñâîéñòâî (4.18) êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî
Γ ∈ SymL<⊥>k ⊗ L<⊥>k + SymLk ⊗M.
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Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Âîñïîëüçóåìñÿ çàïèñüþ (4.16) è îð-
ìóëîé (2.11). Òîãäà
Hf ∼
(
1
2
∑
ij
Γ
(3)
ij Ω(Z(i))Ω(Z(j)) +
1
2
∑
aα
Γ(4)aα [Ω(Y (α)); Ω(X (a))] + ε
)
f,
÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ââèäó (4.17).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.2.
Ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà (4.2) âûòåêàåò èç ñâîéñòâà (2.12). Äîêàæåì àíàëèòè÷-
íîñòü êâàçèãàóññîâñêèõ âåêòîðîâ. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0
||Hng||
n!
tn (4.19)
ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t. Ïóñòü g  êâàçèãàóññîâñêèé âåêòîð ðàíãà s. Òîãäà
èç ëåììû 3.7 âûòåêàåò, ÷òî
||Hg|| ≤
√
(s+ 1)(s+ 2)a||g||, a = const.
Ïðè ýòîì Hg  êâàçèãàóññîâñêèé âåêòîð ðàíãà s+ 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
||Hng|| ≤ an
√
(s+ 1)...(s+ 2n)||g|| = an
√
(s+ 2n)!√
s!
||g||,
è ðÿä (4.19), êàê âûòåêàåò èç îðìóëû Ñòèðëèíãà äëÿ n!, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t
ñõîäèòñÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.3. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì óñòàíàâëèâàåì, ÷òî[
i
d
dt
; Ω(Y (t))
]
= iΩ(Y˙ (t)); [H ; Ω(Y )] = iΩ(< Y ,Γ >).
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå
[
i d
dt
; Ω(Y (t))
]
= 0 ðàâíîñèëüíî Ω(Y˙− < Y ,Γ >) = 0,
÷òî ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 3.1 ðàâíîñèëüíî Y˙− < Y ,Γ >= 0 â ñìûñëå àêòîðïðî-
ñòðàíñòâà. Ëåììà 4.3 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.4. Ñíà÷àëà äîêàæåì áîëåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 4.5. 1. Ïóñòü ãàóññîâñêàÿ óíêöèÿ (4.6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(4.4). Òîãäà rˇ(A(t)) = utrˇ(A(0)).
2. Ïóñòü rˇ(A(t)) = utrˇ(A(0)). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ c(t) ãàóñ-
ñîâñêàÿ óíêöèÿ (4.6) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.4).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû çàìåòèì, ÷òî
óíêöèÿ Ω(utY )[f(t, ·)] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.4) äëÿ ëþáîãî Y ∈ R. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñëè îíà ðàâíà íóëþ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè t, òî îíà ðàâíà íóëþ è â
îñòàëüíûå ìîìåíòû. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà
Ω(utY )f(t, ·) ∼ 0, Ω(Y )f(0, ·) ∼ 0
ðàâíîñèëüíû, ÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
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Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ft = e
−iHtf(0, ·)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4)
ñ çàäàííûìè ãàóññîâñêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ
f(t, ·) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ. Ââèäó ïîëíîòû ñèñòåìû êâàçèãàóññîâ-
ñêèõ óíêöèé äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
((Ω(Y ∗1 )...Ω(Y
∗
p )f(t, ·), ft)) = 0, Yi ∈ rˇ(A(t)),
èëè
Ω(Yt)ft ∼ 0, Yt ∈ rˇ(A(t)). (4.20)
Íî ñâîéñòâî (4.20) ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ
Ω(Y0)f0 ∼ 0, Y0 ∈ rˇ(A0),
âûòåêàþùåìó íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðîñòêà. Ëåììà 4.5 äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü îðìóëû (4.8) è (4.9). Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ââèäó ëåì-
ìû 3.6 îíè ðàâíîñèëüíû. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïðîâåðêîé îðìóëû (4.9). Çàïèøåì
îïåðàòîð H êàê
H = 1
2
∑n
ij=1(−i ∂∂ξi )HPiPj (−i ∂∂ξj )+
1
2
∑n
ij=1HPiQj [(−i ∂∂ξi )ξj + ξj(−i ∂∂ξi )] + 12
∑n
ij=1HQiQjξiξj + ε.
Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.4), òî îáîáùåííàÿ óíêöèÿ F (4.7) áóäåò óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
i
∂F (t, ξ)
∂t
= HF (t, ξ).
Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà cˇ(t) è Aˇ(t):
i d
dt
cˇ(t) =
[∑n
ij=1HPiPj Aˇji +
∑n
i=1HPiQi + ε
]
cˇ(t);
i d
dt
Aˇ = HPP +HPQAˇ+ AˇHQP + AˇHPP Aˇ.
(4.21)
Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà (4.12) äëÿ Y (t) =
(
P (t)
Q(t)
)
çàïèøåòñÿ êàê
d
dt
P = −HQPP −HQQQ;
d
dt
Q = −HPPP −HPQQ.
Òàêîé æå ïî îðìó ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿþò è ìàòðèöû
B˜(t) = Bˇ(t)utCˇ
−1(0), C˜(t) = Cˇ(t)utCˇ−1(0).
Èìåííî,
d
dt
B˜ = −HQP B˜ −HQQC˜;
d
dt
C˜ = −HPP B˜ −HPQC˜.
Ïðè ýòîì Aˇ = B˜C˜−1, à lndetC˜(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
d
dt
[lndetC˜(t)] = Tr
dC˜
dt
C˜−1 = Tr[HPP Aˇ+HPQ].
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Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû 4.4.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 4.4. åøåíèå â êëàññå
êâàçèãàóññîâñêèõ óíêöèé èìååò âèä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óíêöèé (4.10).
Ïðîâåðèì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ýâîëþöèè ñîõðàíÿåò îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü f(t, ξ) = gt(ξ)  êâàçèãàóññîâñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.11). Òîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå âèäà
Ω(X0)g0 ∼ 0, X0 ∈ Lk(0) (4.22)
ïåðåõîäèò â ìîìåíò t â ñîñòîÿíèå âèäà
Ω(utX0)gt ∼ 0, (4.23)
êîòîðîå òàêæå äîëæíî áûòü ýêâèâàëåíòíî íóëþ äëÿ ëþáîé gt. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
utX0 ∈ Lk(t). Îáðàòíî, èç ñâîéñòâà (4.23) âûòåêàåò (4.22), ÷òî îçíà÷àåò Lk(t) =
utLk(0).
Ïóñòü óñëîâèå (4.13) âûïîëíåíî. Ïîêàæåì, ÷òî íîðìà ñîõðàíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (4.14). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íà Lk(t) áàçèñ X (a)(t)
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
X (a)(t) = utX (a)(0); (4.24)
òîãäà
η(t) = J(t)
∫
dα1...dαke
i
P
a αaΩ(X (a)(t)),
ïðåîáðàçîâàíèþ ut ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è
∆(u0t ) = J(t)/J(0).
Èç ñâîéñòâà (4.24) âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîðû Ω(X (a)(t)) è ei
P
a αaΩ(X (a)(t))
êîììóòèðóþò
ñ i d
dt
− Ω2(Γ)− ε; ñëåäîâàòåëüíî,
i d
dt
((f(t, ·), f(t, ·)) = i d
dt
(f, ηf) =
([−Ω2(Γ)− ε]f, ηf) + (f, idηdt f) + (f, η[Ω2(Γ) + ε]f) =
(f, [i d
dt
− Ω2(Γ), η]f) + (ε− ε∗)(f, ηf) =
(f, idlnJ
dt
ηf) + 2iImε(f, ηf).
Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò íîðìû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè
Imε = −1
2
dlnJ
dt
= −1
2
dln∆(u0t )
dt
,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò (4.14).
Äëÿ ïðîâåðêè ÷åòâåðòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà îáîáùåííóþ óíê-
öèþ F . Èìååì:
[i d
dt
− Ω2(Γ)−Reε]F = [i ddt − Ω2(Γ); η]F + η[i ddt − Ω2(Γ)−Reε]f =
i d
dt
lnJ(t)F − i
2
d
dt
lnJ(t)F = i
2
dln∆(u0t )
dt
F.
Îòñþäà ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 4.4 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
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5 àóññîâñêèå ñîáñòâåííûå óíêöèè è óñòîé÷èâîñòü
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãàóññîâñêîé ñîáñòâåííîé óíêöèè êâàäðà-
òè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà
H = Ω2(Γ), Γ ∈ SymR⊗R, (5.1)
ñâÿçàí ñ âîïðîñîì îá óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû (4.5):
dY (t)
dt
=< Y (t),Γ >, Y (t) ∈ R. (5.2)
Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà (5.2) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè âñå åå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû
ðàâíîìåðíî ïî t.
Ñîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå òåîðåìó Ìàñëîâà [11℄ íà ñëó÷àé ñèñòåì
ñî ñâÿçÿìè.
Òåîðåìà 5.1. 1. Ïóñòü îïåðàòîð (5.1) èìååò ãàóññîâñêèé ñîáñòâåííûé âåêòîð
[f ] ∈ H, f èìååò âèä (3.1). Òîãäà ñèñòåìà (5.2) óñòîé÷èâà.
2. Ïóñòü ñèñòåìà (5.2) óñòîé÷èâà. Òîãäà:
(à) ñóùåñòâóåò 2n − 2k ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.2), êîòîðûå
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñîïðÿæåííûõ ðåøåíèé
Y
(I)
(t) = Y
(I)
eiβI t, Y
(I)∗
(t) = Y
(I)∗
e−iβI t, I = 1, n− k (5.3)
è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
1
i
< Y
(I)
, Y
(J)∗
>= δIJ , < Y
(I)
, Y
(J)
>= 0;
(á) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà rˇ ⊂ MC, íàòÿíóòàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî LCk è âåê-
òîðû Y (1), ..., Y (n−k), ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
Y 1, ..., Y
(n−k)
, íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè è
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì H-ðîñòêîì Ìàñëîâà äëÿ íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé óíêöèè f
(3.1): rˇ = rˇ(A);
(â) âåêòîðû âèäà
Ω(Y
(1)∗
)N1 ...Ω(Y
(n−k)∗
)Nn−k [f ] (5.4)
îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà (5.1) ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
β1(N1 +
1
2
) + ... + βn−k(Nn−k +
1
2
). (5.5)
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (5.2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ èìåííî â ñìûñëå
àêòîðïðîñòðàíñòâà R, à íå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà L<⊥>k . Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò
àêò íà ïðèìåðå.
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Ïóñòü
H = ξ1ξ2,
à ïðîñòðàíñòâî L1 îäíîìåðíî è íàòÿíóòî íà âåêòîð (P1 = 1, P2 = 0, Q1 = 0, Q2 = 0).
Î÷åâèäíî, ÷òî H ∼ 0 è ëþáàÿ ãàóññîâñêàÿ óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé äëÿ H .
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå L<⊥>1 ñîñòîèò
èç âñåõ âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ Q1 = 0, à ñèñòåìà (4.12) íà L<⊥>1 èìååò âèä
P˙1 = −Q2, P˙2 = −Q1;
Q˙2 = 0, Q˙1 = 0;
åå ðåøåíèå ëèíåéíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì
Q1(t) = 0, P1(t) = P10 −Q20t,
Q2(t) = Q20, P2(t) = P20.
Îäíàêî íà àêòîðïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ïîñòîÿííî, òàê êàê ðàçíîñòü
âåêòîðîâ
(P1(t), P2(t), Q1(t), Q2(t)) â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 ïðèíàäëåæèò L1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà (5.2) äëÿ àêòîðïðîñòðàíñòâà L<⊥>1 /L1 óñòîé÷èâà, â îòëè÷èå îò ñèñòåìû
äëÿ L<⊥>1 .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü [f ]  ãàóññîâñêèé ñîáñòâåííûé âåêòîð ãà-
ìèëüòîíèàíà (5.1), à Y (t)  ðåøåíèå ñèñòåìû (5.2). Ïîêàæåì, ÷òî îíî îãðàíè÷åíî.
Ïóñòü Y ∈ L<⊥>k ; òîãäà Y ïî òåîðåìàì 3.1 è 3.2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Y = Y− + Y ∗−, (5.6)
ãäå Y− ∈ rˇ(A), Y ∗− ∈ rˇ(A). Ïðè ýòîì âåêòîð Y− îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
äîáàâëåíèÿ âåêòîðà èç LCk . Çàïèøåì
Y− = Y
‖
− + Y
⊥
− , Y
⊥
− ∈ r⊥(A), Y ‖− ∈ LCk .
Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð Y ⊥− ∈ r⊥(A) ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðó Y îäíîçíà÷íî. Äàííîå
îòîáðàæåíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê Y ýëåìåíòîâ èç Lk è äîïóñêàåò ïîýòîìó
ñóæåíèå íà àêòîðïðîñòðàíñòâî
R⊥ : Y → Y ⊥− .
Îòîáðàæåíèå R− äåéñòâóåò èç 2n−2k-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà íà n−k-
ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 2n−2k-ìåðíîå
âåùåñòâåííîå.
Ïîêàæåì, ÷òî R⊥ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà R⊥Y = 0 äëÿ íåêîòîðîãî Y 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðûé ïðåä-
ñòàâèòåëü Y êëàññà Y ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó (5.6) ïðè Y−, Y ∗− ∈ Lk. Ñëåäîâàòåëüíî,
Y ∈ Lk. Íî òîãäà Y = 0. Ïîýòîìó R⊥ âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Ïðîâåðèì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ Y (t). Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò íîðìû âåêòîðà
Ω(Y (t))[f ] = Ω(R⊥Y (t))[f ] + Ω((R⊥Y (t))∗)[f ] = Ω((R⊥Y (t))∗)[f ],
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ðàâíàÿ
1
i
< R⊥Y , (R⊥Y )∗ >= |R⊥Y |2
ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó R−1⊥  îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ââèäó êîíå÷íîìåðíîñòè è
âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Y (t) îãðàíè÷åíî â ëþáîé èç íîðì â R2n−2k.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2à. Èç òåîðåìû î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê æîðäàíîâîé íîð-
ìàëüíîé îðìå è óñòîé÷èâîñòè âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 2n − 2k ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5.2), ïðîâîðöèîíàëüíûõ eiβαt, α = 1, 2n− 2k, βα ∈ R. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî
iβαY
(α)
=< Y
(α)
,Γ > . (5.7)
Ââåäåì íà R áèëèíåéíóþ îðìó
ν(Y, Y ′) =
1
i
< Y, Y ′∗ > . (5.8)
Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû çàäà÷è (5.7), îòâå÷àþùèå ðàçíûì β, îðòîãîíàëü-
íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5.8). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
iβY =< Y ,Γ >, −iβ ′Y ′∗ =< Y ′∗,Γ >, β 6= β ′.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì
< Y ,< Y
′∗,Γ >>=< Y
′∗, < Y ,Γ >>,
âûòåêàþùèì èç ñèììåòðè÷íîñòè Γ, è çàïèøåì åãî â âèäå
iβ < Y
′∗, Y >= −iβ ′ < Y , Y ′∗ > .
Îòñþäà
ν(Y, Y ′) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rβ ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî çàäà÷è (5.7), îòâå÷àþùåå ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ β. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (5.8) íà Rβ íåâûðîæäåíî. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ âåêòîð Y ∈ Rβ, îðòîãîíàëüíûé Rβ . Òîãäà Y áóäåò
îðòîãîíàëåí è âñåì îñòàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì Rβ′ , à çíà÷èò, è R, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò íåâûðîæäåííîñòè îðìû (5.8) íà R.
Ïðèâåäåì îðìó (5.8) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íà Rβ è ðàçëîæèì Rβ â ïðÿìóþ
ñóììó îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî èíäåèíèòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5.8)
ïîäïðîñòðàíñòâ
Rβ = R+β +R−β ;
ïðè ýòîì íà R+β èíäåèíèòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî,
íà R−β  îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíî. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó R−β = R∗β, ðàçëîæåíèå
ïðîñòðàíñòâà R−β ìîæíî âûáðàòü â âèäå
R−β = (R+β )∗ + (R−β )∗
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íà (R+β )∗ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíî; íà (R−β )∗  ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíî. àçëîæåíèå æå ïðîñòðàíñòâà R0 = R∗0 âûáåðåì â âèäå
R0 = R+0 + (R+0 )∗.
Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå
∑R+β +∑(R−β )∗+R+0 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Y (I)}. Îí
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì òðåáóåìûì ñâîéñòâàì, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2à.
Óòâåðæäåíèå 2á ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.2.
Ñâîéñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû âåêòîðîâ (5.4) âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.3. Îðòîãîíàëü-
íîñòü ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ âûòåêàåò èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
[Ω(Y
(I)
)Ω(Y
(J)∗
)] = δIJ , [Ω(Y
(I)
)Ω(Y
(J)
)] = 0, (5.9)
ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèÿìè (5.3).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû (5.4) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà (5.1).
Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì ñíà÷àëà, ÷òî
Γ =
1
2
∑
I
βI [Y
(I)∗ ⊗ Y (I) + Y (I) ⊗ Y (I)∗] (5.10)
àññìîòðèì ðàçíîñòü
Γ˜ = Γ− 1
2
∑
I
βI [Y
(I)∗ ⊗ Y (I) + Y (I) ⊗ Y (I)∗]
Òîãäà ââèäó (5.7)
< Y
(J)
, Γ˜ >= iβJY
(J) −
∑
I
βI < Y
(J)
, Y
(I)∗
> Y
(I)
= 0,
àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî
< Y
(J)∗
, Γ˜ >= 0.
Ââèäó ñâîéñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû {Y (J), Y (J)∗} îòñþäà ïîëó÷àåì
< Y , Γ˜ >= 0, Y ∈ R
è Γ˜ = 0 ââèäó íåâûðîæäåííîñòè êîñîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà R. Ñâîéñòâî (5.10)
ïðîâåðåíî; èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî
H = 1
2
∑
I βI [Ω(Y
(I)∗
)Ω(Y
(I)
) + Ω(Y
(I)
)Ω(Y
(I)∗
)]
=
∑
I βI [Ω(Y
(I)∗
)Ω(Y
(I)
) + 1
2
]
(5.11)
Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (5.9) íåïîñðåäñòâåííûì ðàñ÷åòîì ïîëó÷àåì, ÷òî
âåêòîðû (5.4) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà (5.11) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
(5.5).
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû 08-01-00601-à è 05-01-02807-ÍÖÍÈË.
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